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RESUMO

O excesso de mensagens que chegam a um servidor gera congestionamento. Esta
pesquisa propoe otimizar o congestionamento do servidor da UECE usando a teoria
das filas como ferramenta. Para entender o problema de otimizar um servidor, o
trabalho € baseado no estudo dos ultimos avancos feitos nesta area mediante
leitura de artigos cientificos publicados e literatura bibliografica de filas de espera.
Chega-se a descobrir que devido a complexidade de predizer o comportamento do
trafego digital, este tipo de congestionamento € extremadamente dificil de otimizar.
Por tanto, se assume que as chegadas e saidas das mensagens no servidor da
UECE sao governadas pela distribuicdo exponencial. Foi elaborada uma pesquisa
de campo para obter os dados de congestionamento do servidor da UECE e com
os dados se calculou as variaveis envolvidas numa fila de espera gerada pelo
congestionamento no servidor usando formulas apropriadas do modelo que se
adapte melhor ao trafego gerado no servidor da UECE. Analisam-se os resultados
obtidos para otimizar o congestionamento gerado no servidor da UECE.

Também se descrevem os diferentes tipos de modelos da teoria das filas usando
exemplos. Mostra-se o0 comportamento do trafego comparado com o
comportamento de congestionamentos conhecidos como o de chamadas
telefébnicas na camada de ligacido de dados do modelo de interconexao de sistemas
abertos. Finalmente, se identificam as distribuicdes apropriadas para este tipo de
congestionamento (distribuicdes de cauda longa) e identificam-se métodos que
servem para encontrar de forma aproximada a transformada de Laplace destas
distribuicdes. Mas estes métodos ndo sdo analisados aqui devido a seus elevados
conhecimentos de matematica avancada.

Palavras-chave: Congestionamento, Teoria das Filas, Distribuicbes de Probabilidade



ABSTRACT

The excess of messages that get into a computer server generates congestion. The
purpose of this study is to use the theory of queues as an instrument to optimize the
server of UECE. To understand the problem how to optimize the server, study is
done on published articles and bibliography on queues. As a result, it is discovered
that this type of queue is extremely complicated to optimize because of the lack of
understanding in predicting the behavior of this kind of traffic. Because of that, it is
assumed that arrivals and processing times of messages that get into the server are
activities governed by the exponential distribution. There were questions to be asked
to the people in the computer lab of UECE to get information related to the traffic in
the server. Based on that, it was calculated all the variables of the queue generated
in the server. The congestion has to fit a specific type of model of the theory of
queues. The results gotten from the formulas are analyzed with the intention to
optimize the traffic generated in the server of UECE.

In addition, this project describes the types of queues in general and compares the
behavior of the traffic with the traffic created by human voice such as phone calls,
which is a known type of traffic. This is done in the link layer of the OSI model.
Finally, there are some types of distributions (heavy tail distributions) that govern
better the behavior of this traffic. These distributions are mentioned in this study. It
mentions some methods created by scientists to approximate the Laplace transform
of these distributions. But these methods are not analyzed here because of its
advanced mathematical concepts.

Key words: Theory of Queues, Probability Distributions, Congestion.
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1. INTRODUCAO

O objetivo da teoria das filas € otimizar o desempenho de um sistema,
reduzindo seus custos operacionais. Para otimizar o desempenho dos modelos de
filas de espera, € necessario analisar os resultados gerados por formulas
apropriadas a um modelo especifico. Resultados que permitam realizar a analise de
uma situacao particular, onde eles podem ser gerados manualmente substituindo
os dados de entrada nas féormulas; ou podem ser obtidos através de um programa
de computador como por exemplo um Add-in em Excel, escrito no linguagem de
programacao Visual Basic, ou programas chamados applets (pequenos programas

desenvolvidos em Java).

Em geral todo sistema de filas tem diferentes caracteristicas, mas suas
formas de funcionamento sdo similares. Ou seja, existem formas de chegada e
formas de atendimento. Para obter resultados de um modelo é fundamental ter
alguns dados de entrada para alimentar as formulas de uma fila de espera, como
por exemplo a razdo de chegada, a razao de atendimento etc. Também ¢
necessario conhecer outras caracteristicas de uma fila de espera, tais como: se um
sistema de filas de espera € Markoviano ou nao Markoviano. Todas essas
caracteristicas serao explicadas no transcurso deste estudo do sistema da teoria de

filas de espera.

As atividades de chegada e atendimento dos pacotes de informacio sao
governadas por uma distribuicao de probabilidade. O tipo de distribuicao de
probabilidade é fundamental para estudar o congestionamento no servidor. Logo as
distribuicdes escolhidas devem ter uma maneira para encontrar seus momentos
(valor esperado, variancia). Os momentos das distribuicbes de probabilidade sao
necessarios nos estudos de teoria das filas como ferramenta de otimizacdo. No
desenvolvimento do trabalho serdo identificadas varias classes de distribuicdes de
probabilidade apropriadas para este tipo de congestionamento. No caso de
encontrar dificuldade em encontrar os momentos destas distribuicdes, sera
necessario encontrar meétodos aproximados para obter seus momentos
(transformada de Laplace). Estes métodos sao identificados no desenvolvimento do

trabalho, mas nao serao analisados aqui.

O congestionamento do trafego de mensagens no servidor da UECE é

uma aplicacao moderna da teoria das filas. Usando esta teoria, se procura otimizar
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este congestionamento. Por razdes matematicas, o congestionamento no servidor &
tratado aqui como um modelo markoviano. Ou seja, a distribuicdo exponencial
descreve as chegadas e também os tempos de processamento das mensagens.
Nessas condicdes, assumindo constantes as razbes de chegada e atendimento,
como dados de entrada se deve ter: a razao de chegada das mensagens, a razao
de atendimento do servidor, e sua capacidade de guardar mensagens no buffer.
Logo se aplica a teoria das filas e assim se encontra uma possibilidade de otimizar
seu desempenho. De outra forma, torna-se muito complicado otimizar o
desempenho do servidor porque que os cientistas ainda nao puderam predizer de
forma clara o comportamento deste tipo de congestionamento. O principal desafio é
que o comportamento deste tipo de trafego €& totalmente diferente que os
congestionamentos que existem em diversas situagoes, por exemplo, o trafego de
chamadas telefbnicas. Por tanto, existe grande dificuldade em encontrar uma
solugao clara a este tipo de problema. No desenvolvimento desta pesquisa também
sera discutido o comportamento do trafego no servidor da UECE. Este
comportamento é analisado na camada de ligacao de dados do modelo de

interconexao de sistemas abertos.
1.1 Objetivos

Geral
Analisar a possibilidade de otimizar o congestionamento do servidor da UECE
usando a teoria das filas como ferramenta.

Especificos

o Estudar algumas distribuicdes de probabilidades fundamentais para conhecer o

funcionamento de uma fila de espera;

o0 Explicar o que significa um processo estocastico e informar o significado das

cadeias de Markov e o processo de Markov;

o0 Analisar os resultados obtidos usando as férmulas da teoria das filas aplicadas

no servidor com o objetivo de otimizar seu desempenho;

o Descrever os diferentes tipos de filas de espera, usando exemplos em cada

modelo e identificar custos no desenho de uma fila de espera no modelo MM1;

o Apresentar as distribuicbes apropriadas para este congestionamento,
identificando-se alguns métodos para obter os momentos de forma aproximada

das distribuicdes que descrevem o congestionamento no servidor da UECE; e,
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finalmente, explicar o comportamento do trafego de mensagens no servidor da
UECE.

1.2 Delimitacao do problema
Como otimizar o desempenho no sistema de atendimento do provedor
UECE/NPTEC?

1.3 Metodologia

Segundo Stake (1994) o estudo de caso ndo € um método, mas a
escolha de um objeto a ser estudado. O estudo de caso pode ser unico ou multiplo
e a unidade de analise pode ser um ou mais individuos, grupos, organizacoes,
eventos, paises, ou regioes.

Esta pesquisa usa o estudo de caso como forma de estudar o
comportamento do trafego de mensagens no servidor da UECE utilizando a teoria
das filas como ferramenta de otimizacao.

Segundo Severino (2000) existe varios métodos de pesquisa: pesquisa
bibliografica, pesquisa de campo, pesquisa experimental, pesquisa documental,
pesquisa historica etc.

Para entender o funcionamento de um sistema de filas foi realizada uma
pesquisa bibliografica (estudo sistematizado desenvolvido com base a material
publicado em livros, revistas, jornais, redes eletrbnicas), incluindo artigos e
documentos publicados. O levantamento bibliografico explica os diferentes tipos de
modelos de um sistema de filas. Os artigos publicados analisam o
congestionamento num servidor em geral. Nestas publicagdes buscaram-se os
ultimos avancgos para otimizar o congestionamento no servidor da UECE.

Foi feito um levantamento de contribuicdes no laboratério de computacao
da UECE. Para isto, foi feita uma pesquisa de campo (informacido coletada
mediante entrevistas) no laboratério de computacdo da UECE para obter dados do

servidor. Foram formuladas as seguintes perguntas ao pessoal dessa dependéncia.

o  Como obter os dados de chegada das mensagens que entram ao servidor e

os dados das mensagens enviados pelo o servidor?

o Que tipo de software é usado para obter os dados das mensagens que

entram e saem do servidor da UECE?

A coleta de respostas e contribuicdes foi feita pelo pesquisador com a

participacdo do orientador. Obtiveram-se os dados das mensagens de chegada e
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saida do servidor (mensagens 1 més). Os dados levantados na entrevista foram
coletados para logo utilizar a teoria das filas como ferramenta para ter uma
possibilidade de otimizar o servidor.
1.4 Estrutura Interna do Trabalho
O trabalho inicia no capitulo 1 com a introducdo. Mencionam-se o0s objetivos
a serem alcancados e a delimitacao do problema. Também neste capitulo se
descreve a metodologia usada para o desenvolvimento do trabalho.
No capitulo 2, descreve-se a historia das filas de espera e brevemente se faz
um enfoque nao matematico das filas de espera. Primeiro é explicado a
nomenclatura de um modelo de filas de espera. A seguir se inicia a parte
matematica definindo os momentos de uma distribuicdo de probabilidade de forma
geral. Sao descritas as distribui¢des: Poisson, Exponencial e Erlang. Logo se define
0 processo estocastico descrevendo o processo quando o parametro tempo é
discreto e quando € continuo. Uma vez explicados estes conceitos matematicos, se
aborda a teoria das filas. Primeiro o se descreve as formas de chegada e
atendimento. Segundo € introduzido o processo de nascimento e morte como
ferramenta para encontrar as formulas dos modelos markovianos de um sistema de
filas.

No capitulo 3 se apresenta os modelos das teorias das filas. Estes
modelos sao divididos em modelos markovianos e modelos nao markovianos. As
formulas sdo usadas, incluindo o teorema de Little, para otimizar diversos modelos
mostrados mediante exemplos especificos. Também se identificam os custos numa
fila de espera do modelo MM1 e se analisa o comportamento transitério de um
congestionamento.

Uma vez que se familiariza com a parte tedérica da teoria das filas €
introduzido o capitulo 4. Aqui se inclui algumas aplicagbes onde os especialistas no
assunto utilizam a teoria das filas como ferramenta de otimizacao. Logo o trabalho &
focado no tema principal desta pesquisa que é a otimizacdo do congestionamento
do servidor da UECE. Também se analisa o congestionamento num servidor de
forma grafica.

No capitulo 5 se descreve os resultados alcancados. Logo se faz os
comentarios finais e recomendacgdes. Por ultimo se mostra a bibliografia consultada
em ordem alfabética.

2.  FUNDAMENTACAOTEORICA
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2.1 Histdria das Filas de Espera

‘Agner Krarkup Erlang (Janeiro 1, 1878-Fevereiro 3, 1929) foi o
matematico, estatistico, engenheiro dinamarqués que idealizou pela primeira vez os

conceitos de Engenharia de Trafego (traffic engineering) e de Teoria das Filas.

A teoria das filas, como tal, foi desenvolvida para prover modelos
matematicos que predizem o comportamento de sistemas que tentam providenciar

atendimento as demandas em continuo crescimento aleatorio.

Trabalhando na empresa “Copenhagen Telephone Company”, foi que
Erlang teve que resolver um classico problema de determinar quantos circuitos sao
necessarios para providenciar um atendimento aceitavel nas chamadas telefénicas.
Mas seu raciocinio o ajudou a perceber que a matematica resolveria outro
problema, isto é: quantos operadores de telefone sdo necessarios para atender um
numero de chamadas telefénicas determinadas previamente. Nessa época a
maioria das centrais telefénicas, usava trabalhadores como operadores para
gerenciar as chamadas telefénicas, conectando os fios telefénicos nas tomadas

elétricas das placas com circuitos.

Existiam avancos nas aplicacoes telefénicas, mas na teoria das filas ndo
teve um avancgo semelhante. Logo, a partir da década dos anos 50, foi quando as

aplicacdes em areas além dos sistemas de telefone comecaram a evoluir.

Erlang trabalhou no desenvolvimento da area de trafego nos sistemas de

chamadas telefbnicas e publicou o seguinte:

. Em 1909, “A Teoria das Probabilidades e as Conversacdes Telefbnicas” em que
provou que a distribuicao de Poisson se aplica ao trafego aleatdrio de chamadas

telefbnicas.

. Em 1917, “Solucdes de Alguns Problemas na Teoria de Probabilidades de
Importancia nas Chamadas Automaticas de Telefone” em que inclui sua formula

classica de tempo de espera e tempo perdido.” (CHELST, 2006, P.84)
2.2 Psicologiade uma Fila de Espera

“A experiéncia de esperar em uma fila € influenciada pelo ambiente na
sala de espera e a expectativa do tempo de espera. Imagine ficar esperando parado
numa fila de espera pelo dentista por 20 minutos, sabendo que um paciente esta

gritando numa sala de atendimento. Agora imagine uma espera alternativa numa
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cadeira confortavel, com acesso as mais modernas revistas com temas
interessantes. Para seu filho de dez anos, existe uma maquina de video game e a

sala é a prova de som.

Muitas empresas (Disney € um exemplo) se tornaram espertas em
entender a psicologia de esperar numa fila. Ficar numa fila de espera que tenha
movimento € menos tedioso que numa fila de espera sem mover-se. Monitores de
TV com imagens interessantes ajudam aos usuarios a esquecer a hora no relégio.
Somado a isto se os usuarios podem ver e escutar aos que completaram seu
tempo de espera, a antecipacao cresce e a espera parece que vale a pena. Se 0s
usuarios que ingressam na fila de espera sao informados que tém que esperar 15
minutos, pelo menos eles podem decidir se ficam ou n&o. Se ficassem e a demora

€ menor que os 15 minutos, eles ficariam gratamente surpreendidos.

Outra dimensao da psicologia de esperar € o sentimento de justica. Pode
ser muito desagradavel ver alguém chegar depois e ser atendido mais rapido. Isto
poderia acontecer se existissem duas filas separadas. Vocé pode ficar parado
quando o cliente que esta sendo atendido demora muito. Como resultado, fica
esperando mais tempo que na outra fila. Muitas empresas sabem disso e como
resultado criam apenas uma fila para os clientes. Assim, qualquer pessoa,
chegando depois, deve ficar atras e deve ser atendida somente depois que vocé
termine de ser atendido.” (CHELST, 2006, P.84)

As filas de espera sao estudadas usando determinadas distribuicbes de
probabilidade. Estas distribuicbes de probabilidade governam as atividades de

chegada e atendimento de um cliente num sistema de filas.
2.3 Notacgéao

Para descrever um sistema de filas de espera, Kendall (1951) inventou a
seguinte notacdo: Cada sistema de filas de espera € descrito por 6 caracteristicas:
1/2/3/4/5/6.

A primeira caracteristica especifica a natureza do processo de chegada.

As seguintes abreviagOes sao usadas:

M = Chegadas com tempos de chegadas independentes, variaveis randémicas
identicamente distribuidas (iid) descritas por distribuicdes exponenciais. Ou
chegadas por unidade de tempo independentes, variaveis aleatodrias identicamente

distribuidas (iid) descritas por distribuicées de Poisson.
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D = Chegadas com tempo de chegada sao iid e deterministicas (variancia = 0)

Ex= Chegadas com tempo de chegada sao iid e descritas pela distribuicdo de

Erlang de parametro R = Ak e com forma k

Gl = Chegadas com tempo de chegada sao iid e controladas por uma distribuicido

geral.

A segunda caracteristica especifica a natureza dos tempos de

atendimento.

M = Tempos de atendimento independentes, variaveis randémicas identicamente

distribuidas (iid) e distribuidas exponencialmente.
D = Tempos de atendimento iid e deterministicas

Ex = Tempo de atendimento sao iid descritas pela distribuicao de Erlang de

parametro R = kA com forma k

G = Tempos de atendimento sio iid e seguindo uma distribuicio geral
A terceira caracteristica € o numero de atendentes em paralelo.
A quarta caracteristica descreve a disciplina da fila de espera:

FCFS = primeiro a chegar, primeiro a ser atendido.

LCFS = ultimo a chegar, primeiro em ser atendido.

SIRO = Atendimento em ordem randémico.

GD = Disciplina geral de uma fila de espera.

A quinta caracteristica denota 0 maximo numero permitido de clientes no
sistema, incluindo clientes que estdo na fila de espera e clientes que estdo sendo

atendidos pelo servidor.

A sexta caracteristica significa o tamanho da populagao. A populacao

geralmente é considerada infinita.

Em muitos modelos importantes, as trés ultimas variaveis sdo omitidas
quando seus valores respectivos sdo GD/w/0o. A continuacdo se mostra exemplos

com a notacado de Kendall e seu significado:

. M/M/1:.chegadas com distribuicdo de Poisson, atendimento com distribuicao

exponencial, um atendente, disciplina geral, infinito numero de clientes no
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sistema e infinita populagcdo. Aqui as trés ultimas variaveis sdo omitidas mas
com significado implicito.

« M/E2/8/FCFS/10/0: pode representar uma clinica de saude com oito doutores,
tempos de chegada exponenciais, tempo de atendimento Erlang com duas
faces, a disciplina da fila de espera € FCFS (o primeiro em chegar € atendido) e

uma capacidade total de dez pacientes
2.4 DESCRICAO DAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE
241 Definicdo de Valor Esperado

O valor esperado, escrito como E(X), calcula a média de todos os valores
possiveis que toma uma variavel aleatéria X. Cada valor de X tem uma

probabilidade de ocorréncia P.

Para valores discretos de X a formula é;:
E(X)=Y X, ®P(X = X,), onde P(X=X)20 ¢ Y P(X=X,)=1, i=0,1,2...,n
i=0 1=0

Para valores continuos de X a formula é:

E(X) = Tx@ f (X)dx, onde Tf (xX)dx =1

—o0

Onde f(x), representa uma funcao densidade de probabilidade
24.2 Definicdo de Variancia

A variancia de uma variavel aleatéria X, Var(X), em meédia, mede a

dispersao de X com respeito a seu valor esperado E(X).
Ou seja, Var(X) = E[(X - E(X))*]
24.3 Definicdo de Desvio Padrao

O desvio padrdo de uma variavel aleatéria X, escrita como o(X), indica
em média, quanto os valores da variavel aleatoria X, se desviam com respeito a seu

valor esperado E(X). A férmula é o(X) = [Var(X)]">.
24.4 Distribuicao de Poisson
Definicdo: Seja X uma variavel aleatoria discreta, tomando os seguintes valores: O, 1,

e—ﬂik
2,...Quando: P(x=k)= £ 5, (k=0,1,2....
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X tem distribuicido de Poisson, com parametro A > 0.

Demonstracao

Para verificar que a expressao acima representa uma legitima distribuicao de

00 —?L k
probabilidade, basta observar que ZP(X k) = Z( /Ij =e* . e = 1.
k=0 k=0
k=n 19k 2 n
Zi—1+A+i+ ...... Ao
— k! 2! n!

2.4.4.1 Valor Esperado

Se X tiver distribuicdo de Poisson com parametro A entao E (X) = A. Este

valor esperado indica a média do numero de eventos num intervalo de tempo.

Demonstracéo: Paran =0, 1, 2, ....; P(X=n) = a,; |z| £1 e usando transformacgdes de

N=o

Z: P «(2)=E(z") = Zanz”A primeira derivada é:

T n=o0 n=c
(d Pd X(Z)j _ [Zannznlj = Z na, = E(X). Derivando pela segunda vez:
Z - n= z=1 n=0

dZ n=0

(MJ (Za n(n-1)z" 2] =3 (n* ~ma, = E6¢) - E)

Ento: PTx(2) = E(2") = Z( _ ﬂ“j -y e (ljz)

k=0

k:

2z)"
0 K

8
—~

-4

=e” Por tanto, P' x (2) = ete? — e pRIc)

dP'x(2)

(D)
- ll_(eﬁ V2),, =4 =E(X)

Derivando a equacdo acima, fica : [

Portanto: E (X) = A
2.4.4.2 Variancia
A variancia ¢é igual o seu valor esperado. Ou seja, V(X) = A

Demonstracao

2 pT
Derivando pela segunda vez, fica : (%j = (e’l(z‘l)ﬂﬂ)zzl =1 =E(X*)-E(X)
y4
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Entdo: E(X?) = 1% + A

Variancia é igual a ,

V(X) = E(<’) ~ [EXI

Por tanto: V(X) = (A\* + 1) - A = A. (Cf. Winston, 2004, p.85)

2.4.4.3 Grafico

Figura 1
F 3
Pyt ) Pyxik)
Foissond =05 Poissond =3
e~k _086 | |
—% _
I " . = ‘U'Dﬁl | | I B _
U|123 k of 1 2 34 5 6 7 g

Fig 1: Distribuic&o de Poisson

Na figura 1 o grafico da distribuicado de Poisson mostra diferentes valores
de A. Se A = 0,5 logo a distribuicao de Poisson é monotomicamente decrescente,
mas se A = 3, entao a distribuicao primeiro cresce e em seguida decresce a medida
que o valor de k aumenta. (Cf. Bertsekas, Tsitsiklis, 2002, P.84)

Também € importante notar na figura 1 que quando k > A a distribuicdo

decresce gradualmente, mas quando k < A a distribuicao decresce rapidamente.

Figura 2

30%:

20% |

Probabihidades

10%

0% |

Chegadas por unidade de tempo

Fig 2: Distribuicao de Poisson

Na figura 2, o valor esperado de chegadas por unidade de tempo € 1 e
sua maxima probabilidade é sempre perto deste valor (A), ou seja, zero ou uma

chegada tem probabilidade de 33% de ocorrer. A medida que as chegadas sejam
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maiores, a probabilidade diminui. Por exemplo, a probabilidade de ocorrer cinco

chegadas em um unidade de tempo € perto de 0%. (Cf. Kalinski, 2001, P.84).

A distribuicao de Poisson com parametro A € uma boa aproximacao da
distribuicdo binomial com parametros n e p, dados A = np, com n muito grande, e p

muito pequeno, logo:

A n!
- =~ “(1— n—k, k=0,12...... n
Kl  (n—-k)!k! =P
Exemplo

Sejan =100 e p = 0,01. Logo a probabilidade de k = 5 sucessos em 100 tentativas

é calculada usando a distribuicao binomial. Entao:

100!

0,01°(1-0,01)* = 0,00290
95! 5!

Usando Poisson com A = np = (100) (0.01) = 1, esta probabilidade é

aproximadamente igual a:
1
e —=0,00306
5!

Neste caso os dois valores s&o aproximados. (Cf. Bertsekas, Tsitsiklis, 2002, P.84)
24.5 Distribuicdo Exponencial

Definicao: Uma variavel aleatéria continua X, que assume todos os valores
nao negativos, tera uma distribuicdo exponencial com parametro J > 0, se sua fungao

densidade de probabilidade (fdp) for dada por

—uX
lue , X >0

f(X)={
0,X <0

Demonstracéao

Por definicao a probabilidade de uma variavel aleatéria continua é sempre

igual a area do grafico da curva da f.d.p. Neste caso:
P(20)= [T(9dx = [pe™ dx=- [ e () dx
0 0 0

_[ef(x) f(x)dx=e™ + C, onde C é uma constante qualquer

21



Entao:

o0

- _[e'“x(-p)dx = -g¥™
0

0

o0

Como P(X>x) = Ipe'“x dx = -

X

- uX - uX

=e

X

Também P(X > x) = e ™

2.4.5.1 Valor esperado

Indica a média do tempo de duragao dos eventos descritos pela distribuicao

exponencial. Seu valor & E(x) = 1

Demonstracéao
E(x) = Tx . ue ™ dx
0
Substituindo u(x) = x, u’(x) = 1, v(x) = -e"*, v'(x) = pe’ ™ ; fica:
E(x)= T u(x) . v’(x) dx ; logo, integrando por partes:
0

0

T u(x) . v'(x) dx = [u(x). v(x)] - _[ v(x) . u’(x) dx

0
Esta formula é o resultado do seguinte conceito matematico:

A derivada do produto de duas fungdes quaisquer, u(xX) e Vv(x), que sejam

d[u(x).v(x)]
dx

diferenciaveis € =U'(X).V(X) +u(x).v'(x). Logo, integrando ambos os

membros da igualdade, fica: u(x).v(x) = '[(u'(x).v(x) +U(X).V'(X) )dx

A parte esquerda da igualdade fica assim porque a derivada e seu integral indefinida

se anulam. Logo, fica:

T u(x) . v'(x) dx = [ux).v(x)[; - T v(x) . u’(x) dx. Aqui se usa a integral definida de

0

zero até infinito.
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o0

Entao, E(x)=_[ x.pe'“xdx=(x.-e'“x)oo - j (-1) e’ . 1 dx
0 0 0

E(x)=-o.e*"+0.e"0+ [ & dx=0+0+ [ & dx
0 0

E(x) = _[ e " dx
0

Por definicao: j e™ f(x) dx = €™ . Entao, fazendo f(x) = -ux

E()=-— [(cue*dx= -+ ¥ | ==L (0-1) =1, logo
4 1 0o u 1
E(x) = - (Cf. Winston, 2004, p.85)
1

2.4.5.2 Variancia

A e g : |
A variancia e igual ao quadrado de seu valor esperado. Ou seja, Var(x) = —
y7i
Demonstracéao

E(X°) = _[xz . ue” ™ dx ; fazendo u(x) = X* e v(x) = - € " | que integrando por partes:
0

E(X°)= I u(x) . v'(x) dx. Integrando por partes do mesmo modo que foi feito nas
0

prévias demonstracoes, fica:

o0

T+ 2j x)e " dx = -« . e"” + 0%e ¥ +2j (x) e " dx
0 0 0

ExC)= -x* e

o0

E(x2)=0+2j (x)e'“xdx=2_|‘ (x)e'“xdx=2(l)f (x)pe'“xdx=2l E(x)
0 0 H o H

var(x) = E(¢°) — [E(X)]*

23



Logo, Var(x) = - = — Var(x) =

2.4.5.3 Gréafico

Figura =

ol

2
1.5 4
S M Grande =72

1 M Pequeno =05 1 -
0.3 \\\ 05 A

D T T T Ir gl D T T T |}

a 1 2 3 4 a 0.5 1 1.5 2

Fig 3: Distribuicdo Exponencial

Na figura 3, mostra-se o grafico da funcédo densidade de probabilidade (fdp)
de uma distribuicdo exponencial com parametro u. O primeiro € com Y pequeno € o

segundo com [ grande.

A figura 4 mostra que quando (t >1/u) a probabilidade diminui, e quando (t
<1/u) entdo a probabilidade aumenta. Na figura também observar que o tempo de

atendimento vai para infinito, tendo em conta que a probabilidade de isso acontecer é
muito pequena. (Cf. Kalinski, 2000, P.84)

Figura 4
P,

=

Prabahilidadde
o
[
|_'h.

hiedia do Tempa de Processamento

Fig 4: Distribuicdo Exponencial
Exemplo

O tempo em que um meteorito atinge a Terra no deserto € modelado como
uma distribuicdo exponencial com valor esperado de dez dias. O horario atual € meia-
noite. Qual é a probabilidade de que o meteorito chegue entre seis horas e 18 horas

no primeiro dia?.

24



Seja X o tempo transcorrido até o evento acontecer, medido em dias. Logo

X descreve uma distribuicdo exponencial com média de 1/u = 10, onde u = 1/10.

Entdo como X esta em horas e se precisa de X em dias, fazendo a conversao, fica:

_tda _1gia Logo1sh 913 _3 g
24 horas 4 24horas 4

Usar a formula P(X 2 x) = P(X >x) = e™.
Entdo a probabilidade buscada é:
P(1/4 < X <3/4) = P(X 2 1/4) - P(X >3/4) = e " — ¢ 0 = 0.04786,
Var(x) = 1/ (0,1)2 = 100 dias. (Cf. Bertsekas, Tsitsiklis, 2002, P.84)
2.4.5.4 Propriedade da Nao-Memoaria da Distribuicao Exponencial

O tempo de um cliente para ser atendido ndo depende de quanto tempo
ja passou desde que o ultimo cliente teve atendimento concluido. Ou seja, nao
depende do passado, mas somente do futuro. Em termos matematicos,

F)(X>t+h

Demonstracao

T=0 t h o0

P(X>t+h) = [Ae”dt=— |- te™dt

t+h t+h

_[ e™ f£(x) dx = e . Entdo, fazendo f(x) = -Ax fica:

o0 e B 1
:_eﬂ +eﬂ(t+h):_7+e

t+h e

—A(t+h) —A(t+h) — —A(t+h)

— _[ — e dt = —e™* e

t+h

=0+e

Assim mesmo:

o0
oo

F |

P(x > t)= _[ letdt=—e"| =—e” +e™* Logo,-—+€* =0+¢e"
e
t

t

Portanto P(x > t) = e™

Logo- P (X >t 4+ hjz e—ﬂ(t+h) e—/it—lh _ e—/lte—/lh .

X >t oA = oA oA
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0

Agora: P(X > h) = J.le_ﬂh — _J._ e—lh _ _e_gh
h

h

* Jh
= e_

h

X>t+h
X >t

Portanto, P( j= P (X > h). (Cf. Winston, 2004, p.85)

Exemplo

Considerar esperar um taxi numa estacao. Assuma que um taxi, em termo

medio, chega a estacdo a cada 30 segundos. Isto €, o intervalo de tempo médio entre

chegadas ¢ de %= 30 segundos. Supondo que vocé chegue a estagcao num instante

qualquer. Em termo médio (valor esperado), quanto tempo vocé espera até a chegada
do seguinte taxi?. A maioria responde 15 segundos. Esta resposta € correta se o taxi
chega exatamente em 30 segundos (sem variancia). Se existe variancia, a resposta é
sempre maior que 15 segundos. Pode ser demonstrado que se vocé examina o

sistema em qualquer instante, logo:

Valor esperado da primeira chegada = %{% DAR® (Variéncia de tempos de chegada)}

Entdo, se o termo da variancia de tempos de chegada € positivo, logo o

valor esperado da primeira chegada € sempre maior que %(%) . Notar que quando as

- : e : a1
chegadas sao descritas pela distribuicao exponencial, sua variancia € —; , logo o valor

esperado da primeira chegada € 30 segundos (%), propriedade da nao memoria, e

A . : 1 L , :
quando a variancia € maior que —;, o valor esperado da primeira chegada € maior

que o intervalo de tempo médio entre chegadas. (Cf. Harvey, 1969, P.85)
2.4.6 Distribuic&o de Erlang

Se os tempos de atendimento ndo obedecem a uma distribuicao
exponencial, entao eles sao modelados por uma distribuicado de Erlang. A
distribuicido Erlang € uma variavel randémica continua com parametro de razao R e
parametro k. O parametro k tem que ser inteiro = 1 e também controla a forma do
grafico da funcdo densidade de probabilidade (fdp) Erlang. A funcdo densidade de

probabilidade € a seguinte:
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RRyK-T Rt

= (k—1)!

(t= 0), K21), R=k

Fazendo k = 1, f(t) se converte na distribuicdo exponencial com R = pk =

A distribuicao Erlang € igual ao somatorio de um numero k de variaveis

randdémicas exponenciais independentes. Ou seja: Ex= A1+ A+ Az + .....+A¢ onde

Ai é uma variavel randdmica exponencial com pardmetro R = pyk. O numero k é

chamado numero das fases da distribuicao Erlang. Por exemplo, representando o

tempo de atendimento de Erlang, a figura 5 mostra:

Figura 5

Atendiunento comeca

== Fasze 1 et | Fase 2 = S Fasze It =
Ezponencial Exponencial Exponencial
cotn media cotn meédia cotn media
1/l 1l 1/l

Atendimento tertrina

Fig 5. Tempo de Atendimento Erlang

2.4.6.1 Valor esperado

Indica a média do tempo de duracdo dos eventos descritos pela

distribuicao de Erlang. Seu valor é E(T) =

Demonstracao

E(T) = [ef.a

R( Rt) k-1 e Rt

k_D)! a,t=20, k=1

E(T) = Tt.

0

_ OO(tR)l(Rt)k—le—Rt ( k —Rt
)= ] (k—1)! I(k 1)v

0

Integrando por partes:

K
R

(k D9

k_
Kes

1
7,

I(,ukt)k o gt — (,Uk) kjtk o (Ht Gt
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fit) = -—e SR = et gt) = £, g'(t) = Kt

T gt).f(t)dt= f(t).g(t)-T f(t) . g’(t) dt, substituindo:

-kt 00

e

Et) = K

tk

o k o k-1
-+ letk_le_,ukt dt — O + (ll’lk) J.tk—le—,ukt dt (ll’lk) k J‘tk 1 —(/lk)t dt
0 k) ak—11) k-1 J

E(t) = (1K) k7

jt“ e Mgt , k=1
(k—1)!

k=21, ©
Integrando novamente por partes: E(t) = (g( K) 2)'k J'tk‘ze‘”'“dt parak>1
—2) Y

Se novamente se integra por partes pela terceira vez:

e - WK

(k=31 ) Jt“ e dt parak>1

Se continuar assim até derivar por partes pela k-ésima vez:

k— k
E(t) = (élkk) 0! jtk “e™dt parak>1 E(t) = k_[e Mtk > 1

E(t) =k[ e dt = —— [ (ke *dt =——e*| =~ L0-1)= 1, Logo E(T) =+
0 _/uo H 0 H H H

2.4.6.2 Variancia

E igual ao quadrado de seu valor esperado dividido para o nimero de

fases k. Seu valor € Var(t) = k __k 1

o ki)’ = i .Se K — «.Logo Var(t)— 0.

Demonstracao

Por demonstragdo anterior, Var (t) = E(t?) —[E(t)]°

o k-1 ~—Rt ©
E(t%) = _[t" R(RY” e dt = ! j(Rt)K+1e‘R'tdt . Integrando por partes:
k- R(k—1)!+

f(t) = é e™, gt) = (R =R“'t""), f(t) =™, g(t) = R“"[(k+1). t] = R.(Rt)(k+1)
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0

0

2\ _ 1 _(tR)kHe_R't R i k o-Rt
E(t) = R(k—m{ - + R(k+1)£(Rt) e dt}
1

E(t) = R(k —1)!

[0 +(k+1)(k=1)! E(t)): (k+ DR(E(U)

2

Var(t) = (k+DE®) (Ej = %(kﬂ)— k= K Pportanto: Var(t) =

R R R R’ Kue

2.4.6.3 Grafico

' Fioura &

k=

f20)

Fig 6: Distribuicdo de Erlang
Exemplo

Considere um sistema com o modelo M/G/1/GD/«w/w no qual a média de chegadas
€ de dez por hora. Supondo que o tempo de atendimento segue uma distribuicao de

Erlang com parametro R=1 clientes por minuto e parametro de forma k = 4.
a) Encontrar o numero médio de clientes na fila de espera
b) Encontrar o tempo médio do cliente no sistema
c) Qual sera a fragao do tempo que o atendente fica ocioso?

1 1

R=upuk=1,1=4pu->pu="% V= " 2:Z>"16:4.k=10*1/60=1/6 por minuto.
7]

_A_16_2

£ u o1/ 3
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1 4 4 4

2 OB+ o+
a) I—q:ﬂ(\/@p =(6)() 9236 9:20*§:§

2(1— 2 1 36 2 6

1=p) aa-2) o

3 3
u A

c) mo=1-p mo =1 -2/3 =1/3 (Cf. Winston, 2004, p.85)

2.5 PROCESSO ESTOCASTICO

Em muitas situagbes praticas, os atributos de um sistema mudam de
forma aleatdria com o tempo, como por exemplo: o numero de clientes numa fila de
espera, o congestionamento no transito, o numero de itens num depdsito, ou o valor
de uma agao financeira, entre outras. Em algumas circunstancias, é possivel
descrever os fundamentos do processo que explica como a mudanca ocorre.
Quando as caracteristicas do processo sdo governadas pela teoria da

probabilidade, se tem um processo estocastico.

O primeiro passo para modelar um processo dinamico € definir o
conjunto de estados que pode alcangar e descrever 0s mecanismos que governam
suas transi¢cdes. Um estado € como um snapshot (foto instantadnea) do sistema em
um tempo determinado. E uma abstracéo da realidade que descreve os atributos de
um sistema que interessa. O tempo € uma medida linear através da qual o sistema
se movimenta, e pode ser visto como um parametro. Devido a existéncia do tempo,
existe: passado, presente e futuro. Usualmente se sabe qual foi a trajetéria que o
sistema tomou para chegar ao estado atual. Usando esta informacéo, o objetivo é
antecipar o futuro comportamento do sistema em termos basicos de um conjunto de
atributos. Aqui sdo mostradas uma série de técnicas tedricas disponiveis para este

proposito.

Por razbes de modelagem, o estado e o tempo podem ser tratados de
forma continua e discreta. Mas, por razdes computacionais e consideragdes
tedricas, o estado somente sera considerado em forma discreta. O tempo tera

forma continua ou discreta.

Para obter uma computacéao tratavel, assumir que o processo estocastico
satisfaz a propriedade de Markov. Isto €, o0 caminho que o processo segue no futuro

depende s do estado atual e ndo da sequéncia de estados visitados previamente
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ao estado atual. Um tempo discreto no sistema induze ao modelo das Cadeias de
Markov. Para um tempo continuo no sistema existe um modelo denominado de

Processo de Markov.

Um modelo de um processo estocastico descreve atividades que
terminam em eventos. Os eventos geram a transicdo de um estado a outro.
Assumindo que a duragao de uma atividade € uma variavel aleatdria continua,

eventos ocorrem na continuidade do tempo.

2.51 Nomenclatura de um Processo Estocastico
Processo Estocastico

Dada uma variavel aleatodria, {X(f)}, onde t € um indice de tempo que
toma valores de um conjunto dado T. T pode ser discreto ou continuo. X(f) € escalar
que pode assumir valores discretos ou continuos. Considera-se somente processos

estocasticos discretos finitos.

Tempo
O parametro de um processo estocastico.
Estado

Um vetor que descreve atributos de um sistema em um tempo qualquer.

O vetor estado tem m componentes. 3= ($150 - S, X(t) descreve algum atributo do

estado.
Conjunto de Estados

Colecao de todos os estados possiveis.
Atividade

Uma atividade comeca em um tempo determinado, tem uma duracao e
termina em um evento. Geralmente a duragcao de uma atividade € uma variavel

aleatdria com uma distribuicido de probabilidade conhecida.
Evento

E a finalizagdo de uma atividade. Um evento tem o potencial de mudar o

estado do processo.
Calendéario

O conjunto de eventos que podem ocorrer em um estado dado, Y(s)
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Proximo evento

Num estado qualquer, um ou mais eventos podem ocorrer. O proximo
que ocorre € chamado de proximo evento. Comegando pelo tempo atual, o tempo

do préximo evento € o tempo minimo que em termos matematicos ficaria assim:
t,= Minimum{tle = Yis)}

O préximo evento € o valor de x que corresponde ao tempo minimo.
Quando as duragdes de eventos sao variaveis aleatorias, ambos, o proximo evento

e o tempo do préximo evento, sdo variaveis aleatorias.
Transicéao

A funcdo que determina o préximo estado, s’, baseado no estado atual s,
e o evento, x. O numero de elementos da funcdo de transicdo é o mesmo do

numero de elementos do vetor estado. s' = T(s, x).
Rede de Estados de Transicao

Na representacdo grafica da figura, os estados s&o representados por
nodos; e eventos, representados por arcos. Uma transicdo € mostrada em forma de

arco ou seja que tem direcao e vai de um nodo a outro.

GE oMM oM IS S

Fig 7: Rede de Transicao de Estados

Propriedade de Markov.

Dado o estado atual conhecido, a probabilidade condicional do préximo

estado é independente dos estados prévios ao estado atual.

2.5.2 Cadeias de Markov em Tempo Discreto

V4

E um processo estocastico que satisfaz a propriedade de Markov e tem
parametro de tempo discreto. Algumas vezes este processo €& chamado

simplesmente de Cadeias de Markov.

Se um sistema se movimenta de um estado i durante um periodo a um

estado j durante o seguinte periodo, uma transicado de i a | ocorreu. As
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probabilidades P; ; sdo referidas como probabilidade de transicdes das cadeias

de Markowv.
P(Xte1=j | X=1) = Pij (1)
Significa que t pode ser um segundo, uma hora, ou um dia etc.

A equacao 1 implica que a regra de probabilidade relacionada com o
estado do proximo periodo ao estado atual ndo muda com o tempo. Por esta razdo
a equacao 1 é chamada de suposicao estacionaria. Qualquer cadeia de Markov

que satisfaz 1 é chamada da cadeia de Markov estacionaria.

P(xo=1i) =q; , onde g; é a probabilidade que a cadeia esteja no estado i no tempo 0.
Chamar o vetor g = [g1 q2....... gs] de distribuicdo de probabilidade inicial da
cadeia de Markov. As probabilidades de transigcdes sao mostradas como uma S,S

matriz de probabilidades de transicdes P.

Dado que o estado no tempo t € i, 0 processo deve estar em algum lugar

no tempo t+1. Isto significa que para cada estado i.

j=s
2 P, = [ P(x =) =1 R, =1
j=1

=1

2]

Cada entrada na matriz P deve ser positiva e as entradas de cada fila na

matriz devem somar 1. P pode ser escrita como:

Pll P12 """ PIS
P21 Pzz """ st
P= e
P, Py, pss_
2.5.3 Cadeias de Markov em Tempo Continuo

E um processo estocastico que satisfaz a propriedade de Markov e tem
um parametro de tempo continuo. Algumas vezes este processo € chamado

Processo de Markov.
2.6 DESCRI(;AO DE UM SISTEMA DE FILAS
2.6.1 Caracteristicas de um Sistema de Filas

A teoria das filas € uma aplicacao do processo estocastico de tempo

continuo chamado também de Processo de Markov.
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As figuras 8 e 9 mostram os componentes basicos de um sistema de
filas. Uma com duas filas e a outra com uma. Os clientes potenciais e atuais sao
representados por circulos pequenos € podem ser pessoas, maquinas, partes ou
qualquer outro ente. Os atendentes sao representados por retangulos numerados e
podem ser qualquer tipo de fonte, tais como, pessoas, maquinas, oficina de

reparos, que executam uma funcéo.

Figura 3 Sisterna de urna Fila de Espera com Lim Canal
SErvicores
Tamanho da Populagio Entrada | @@

Fila de Espera e L1

Chepadas ‘ Servigo -g Sairdas

Figura @ Sisterna de uma Fila de Espera com Dois Canais

Filas de Ezpera Derridores

- Tamanho da Populacao
Chedgadas ‘“.....‘m

de
‘ SEMico

Saiclas

b -
i

SO00BOe—

Jo- ol

Figuras 8 e 9: Sistema de Filas

Os clientes que chegam ao sistema entram em atendimento
imediatamente se algum dos atendentes esta ocioso. Se todos os atendentes estéo
ocupados, o cliente espera na fila até que um atendente esteja livre. Depois de um
periodo finito de tempo, o cliente sai do sistema. Os detalhes do processo
dependem dos valores dos parametros e suposi¢cdes adotadas pelos componentes

do sistema.

A fonte de input, também conhecida como populacdo de chamada, é
um grupo de clientes potenciais que podem precisar dos servicos oferecidos pelo
sistema. A fonte de input esta caracterizada por seu tamanho N, que geralmente é
assumido infinito por motivos de modelagem e a distribuicao de probabilidade,

descrevendo os tempos de chegada.

A fila de espera € o numero de clientes esperando ser atendidos, e

podem estar concentrados num lugar fixo como num banco ou podem estar
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distribuidos no tempo e espago como avidoes preparados para aterrissar. A
disciplina da fila de espera define as regras pelas quais os clientes sao

selecionados para atendimento.

O mecanismo de atendimento & o processo pelo qual os clientes sdo
atendidos. A suposicao geral € que o atendimento é providenciado por um ou mais
atendentes idénticos operando em paralelo. No caso de ter uma rede de filas de
espera, varias configuragcdes serdo consideradas. As caracteristicas do
atendimento sao o numero de atendentes S, e a distribuicdo de probabilidade do

tempo de atendimento.

Um sistema de filas € a combinacdo das filas de espera e os
atendentes. O numero de clientes no sistema é a primeira medida para analisar o

sistema de filas de espera. Seu numero representa o estado do sistema.

Figura 10

Oi:@:"_@f @:@:‘@

Fig 10: Rede de Transu;ao de Estados de um Slstema de Fllas

Na figura 10, os estados estao representados por pequenos circulos com
um numero indicando a quantidade de clientes nesse estado. O estado zero é um
estado vazio quando ndo existem clientes e todos os atendentes estdo ociosos.
Nos estados de 1 até S, todos os clientes estao sendo atendidos e ninguém esta na
fila de espera. Para estados maiores que S, todos os atendentes estao ocupados e
alguns clientes estdo na fila de espera (k-s). Os arcos ou setas representam
eventos. Uma chegada denominada pela letra a, causa ao sistema aumentar em
um; enquanto que uma saida denominada por d, causa o numero do sistema
decrescer em um. Usa-se subscritos nestas denominagdes para indicar que o

processo associado pode depender do estado do sistema.

Posto que ambos os tempos de chegada e atendimento sejam variaveis
randémicas, o estado do sistema € um processo estocastico. Para sistemas
estaveis, existem probabilidades em estados estaveis do numero de clientes no
sistema. Chamar a probabilidade em estado estavel de n clientes m,. As

probabilidades em estado estavel tém dois significados: Probabilidade de encontrar
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o sistema no estado n num tempo determinado selecionado aleatoriamente, ou a

quantidade determinada de tempo em que o sistema esta no estado n.

A teoria das filas envolve formulas para calcular as probabilidades em
estado estavel de diferentes configuracbes do sistema de filas. A maioria delas
requer que os tempos de chegada e os tempos de atendimento sejam governados
pela distribuicao exponencial de probabilidade. Resultados aproximados existem
quando as distribuicoes nao sao exponenciais. Dadas as probabilidades em estado
estavel, se calcula uma variedade de variaveis que interessam ao desenhista ou
operador de um sistema de filas. Estas englobam o valor esperado do numero de
clientes no sistema, o valor esperado do tempo que um cliente fica no sistema, a
eficiéncia dos atendentes etc. Os termos average sdo sinbnimos com o0s termos
estatisticos média ou valor esperado. O valor esperado de numero e tempo também

podem ser calculados para a fila de espera e para o atendimento.
2.6.1.1 Nomenclatura de um Sistema de Filas
Estado

O numero total de clientes no sistema. Ou seja, o numero de clientes na fila de

espera mais o numero de clientes que estao sendo atendidos.

K = O numero maximo de pessoas no sistema. Quando o numero maximo é finito e
este numero ¢é alcancado, a chegada do proximo cliente ndo entra na fila de espera.

Ele desiste de entrar.
7n = Probabilidade de n clientes no sistema quando o estado do sistema ¢é estavel.
L = O valor esperado do numero de clientes no sistema quando o sistema € estavel.

W = O valor esperado do tempo dos clientes no sistema quando o sistema é
estavel. (Cf. Jensen, 2006, P.84).

Um sistema de filas € descrito basicamente por trés caracteristicas:
o Processo de chegada

o Disciplina da fila: SIRO (atendimento em ordem randémica), FCFS (o primeiro
a chegar € o primeiro a ser atendido), LCFS (o ultimo a chegar € o primeiro a

ser atendido pelo servidor) etc.
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o Processo de atendimento

2.6.2 Caracteristicas das Formas de Chegadas
Figura 11 1+ 1 n—1
A & T & & 4

II:H

! t

H

Fig 11: Formas de Chegadas
A figura 11mostra:
T, = Tempo de chegada entre o cliente n e o cliente n+1 € uma variavel aleatoéria
(th n = 1) € um processo estocastico.
Os tempos de chegada tém distribuicdes idénticas e tém o mesmo valor esperado.

O valor esperado € o seguinte: E(tn) = E(r) = 1

A é chamada a razao de chegada. (Cf.Korilis, 2001, P.84)
2.6.2.1 Nomenclatura das Formas de Chegadas
N = O tamanho da populac3o.

A= O valor esperado do numero de chegadas por unidade de tempo quando n

clientes estao no sistema.

A = A razao de chegada quando o estado do sistema nao afeta a razio de chegada

dos clientes. O valor esperado do tempo entre chegadas é %

A= O valor esperado do numero de chegadas por unidade de tempo quando o

estado do sistema afeta a razdo de chegada.

A forma de chegada esta definida pela probabilidade de distribuicdo do
tempo entre sucessivos eventos de chegada. Os dois extremos de possibilidades
de formas de chegada podem ser. chegadas aleatérias ou chegadas
predeterminadas. As formas de chegadas podem depender das formas de

atendimento.

2.6.3 Caracteristicas de uma Fila de Espera
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2.6.3.1 Disciplina da fila

Regra na qual clientes sao selecionados da fila de espera para receber
atendimento. Elas podem ser: FCFS (primeiro em chegar primeiro em ser atendido,
LIFO (ultimo em chegar primeiro a ser atendido), e prioridade de atendimento,
obedecendo a uma regra predeterminada. E assumido que os clientes formam

somente uma fila ainda que existam varios atendentes.
2.6.3.2 Nomenclatura de uma Fila de Espera

K — s = O numero maximo no sistema menos o numero de atendentes no sistema é

igual ao numero maximo de clientes numa fila de espera.
L, = O valor esperado do numero de clientes na fila de espera num sistema estavel.

W, = O valor esperado do tempo dos clientes na fila de espera num sistema
estavel. (Cf. Jensen, 2006, P.84).

2.6.4 Caracteristicas das Formas de Atendimento
Figura 12 n+1 1 n—1
A " & & & A

L)

Fig 12: Formas de Atendimento

A figura 12 mostra:

S, = Tempo de atendimento ao cliente n no servidor S

(Sn, n=1) é um processo estocastico

Os tempos de atendimento tém distribuicbes idénticas e tém o mesmo valor
esperado E(S,) = E(S) = 1/u

u € conhecido como a razdo de atendimento. (Cf.Korilis, 2001, P.84)
2.6.4.1 Nomenclatura das Formas de Atendimento
S = O numero de canais de atendimento. Todos s&o supostamente idénticos.
Ls = O valor esperado do numero de clientes em atendimento num sistema estavel.
W, = O valor esperado do tempo de atendimento num sistema estavel.

un = O valor esperado da razdo de atendimento no sistema quando n clientes estéo

presentes.
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u = O valor esperado do numero de clientes atendidos por unidade de tempo

(razao de atendimento) quando o estado do sistema nao afeta a razdo de

atendimento. O valor esperado do tempo em completar um atendimento é 1 :
y7i

p = Intensidade do trafego . E o valor entre a razdo de chegada que os clientes
tentam implantar no sistema e a maxima razdo de atendimento dos atendentes no

sistema.

E = Eficiéncia ou utilizacdo. A razao entre o valor esperado do numero de clientes

em atendimento e o numero de atendentes. (Cf. Jensen, 2006, P.84).
2.7 O PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE

O processo de nascimento e morte € um processo estocastico de tempo
continuo no qual o estado do sistema em um tempo qualquer € um inteiro positivo.
Se o processo de nascimento e morte esta num estado j num tempo t, 0 movimento

do processo esta governado pelas seguintes regras:
1. A probabilidade de uma chegada (nascimento) € P; j+1 (At) = A; At + o (At)
2. A probabilidade de um atendimento (morte) € P;j .1 (At ) = y; At + o (At)

3. Nascimentos (chegadas) e mortes (atendimentos completos) sao

independentes.

As regras 1-3 podem ser usadas para mostrar que a probabilidade de

mais de um evento (nascimento ou morte) acontecer entre t e t+At € dada por o

=0

(At). Onde o (At) € uma quantidade qualquer que satisfaz o seguinte: lim O(AAtt)
At—0

Isto permite concluir que a probabilidade de acontecer mais de um evento num

tempo (t + At) & zero.

2.7.1 M/M/1/FCFS/wo/oo cOmo um processo de nascimento e morte

39



Figural3 W1 FCF Sfen/ to

A \

J0§0§05={0glOS

o ®M©M®M x_ xR T R
N N

ST Eepresenta uma chegada (nascimenta)

L Eepresenta um atendiments completo (morte)

Fig 13: Rede de Transicéo de Estados do Modelo M/M/1

A figura 13 pode ser modelada como um processo de nascimento e
morte. Como o tempo de chegada e atendimento é descrito pela distribuicdo
exponencial, entao € aplicavel a propriedade da ndo-memoria, ou seja, os intervalos

(t + At) e At s&o similares no sentido de que a P(t<x<At) = P(0<x<At). Entao:

. A probabilidade de uma chegada no intervalo (t + At) é:
At
Pj.j+1 (At) = j/le_’“ dt=1-e ™ =2At+ o(At).
0

Demonstracao

[e™f'(x)dx =e™ | logo

AI At At
de Mot =-[-jeMdt=-eM| = -e™+1

0 0 0

também as series de Taylor dizem: e™ =1 -2At+o (At), logo
At
[ 26 A dt=1-[1-At + 0 (A)] = 1-1+ AAL + 0 (At) = XAt + o (At)

Por tanto, Pj j+1 (At ) = AAt + o (At).

At
A probabilidade de um atendimento é: P; j.1(At )= jye_”t dt =1 — e "= pAt +o (At)
0

Demonstracao.
Proceder da forma anterior, somente mudar A por u. Portanto
Pj j-1 (At) = pAt + o (At).
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2.7.2 Probabilidades em estado estavel do processo nascimento-morte

Probabilidades em estado estavel (w) ou a fracdao de tempo que o
sistema fica num estado (j) no processo de nascimento-morte € dada pelas

seguintes possibilidades descritas na seguinte tabela.

Probabilidade da Sequéncia dos
Estado no Tempo t | Estado no Tempo (t + At)

Eventos
j-1 J (Pija(1) (A1 At + o (At)) =1
j+1 | (Pij+1(t)) (=1 At + o (AY)) =1
J J (P|J(t)) (1 - Y At - 7\.] At-2 o (At)) =1
Qualquer outro | | o (At) = IV
estado

Quadro 1: Probabilidades do Processo Nascimento-Morte

A figura 14 mostra a primeira possibilidade das quatro possiveis.

Figura 14

Tempo=0 t t+ AL

Estado @ > @ 3 @
Fi (L) g At + o (Af)

Fig 14: Primeira Possibilidade de Sequéncia dos Eventos

Observar que Pij(t +At) =1 + 1l + 1l +1V

Substituindo,
Pij(t +At) = Pij(t) + At [Ai1 Piga(t) + pyer Pijer(®) - Pist) - Pigt) 2] +

o (At) [Ei,i-1(t) + Pij(t)+1 -2 PLI(D_]

Logo, o que esta sublinhado pode ser escrito somente como o (At) porque o fator o

(At) é zero. Reagrupando os termos:
Pij(t +At) - Pig(t) = At [y Pia(t) + pyer Pijaa(t) - Pist) - Pig(t) 25 ] + 0 (A1)

Para todo estado i e j > 1, dividir ambos os lados por (At), ficando:
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P, (t+ At)—Pi, j(t) OAt
k At :ﬂ’j—lpi,j—l(t>+:uj+1Pi,j+1(t)_Pi,j(t)/uj _Pi,j(t)/lj "‘E-

Logo aproximar (At) a zero fica:

. [ B, t+At)-P1,j(t) . OAt
LIVT{ . = Ll_)o ﬂ“j—l Pi,j—l(t)+1uj+1 Pi,j+1(t)_ Pi,j(t)/uj - Pi,j(t)lj +T’[

At—0 At At

. . ‘ . R (t+At)—Pi, j(t)
Por definicaode derivada: P (1) = IA_tI r ’ A

e Limo—At =0 . Substituindo: Py j(t) = Aj-1Pij1(t) + w1Pijer(t) - Pij(t) w - Pij(t) A

At—0 At

Quando o sistema alcanga um estado estavel o IT_imPi,j(t)=7zj. Em

estado estacionario, mj € uma constante e o estado inicial € irrelevante. A derivada

de uma constante € zero. Entao a equacao fica assim:

O=A 7+ My — 7Ty — 7T A
T (,uj +4, )= AT LT (j =1,2,3,----- ) (1)
Paraj=0: ur, =, (j =0), Nao existem estados negativos. p, =0

A equacao (1) para j=1, 2, 3, ... significa que em qualquer instante (t>0)
no qual se observa o modelo do processo de nascimento e morte, acontece que
para cada estado j: 0 numero de entradas ao estado (j) e o numero de saidas do
estado (j) diferem no maximo em um. Por exemplo, ao entrar em média cinco vezes
ao estado |, logo o numero de vezes que saimos do estado j em media sera quatro

OU CiNCO OU Sseis vezes.

Logo para um longo periodo de tempo t, com j = 1, 2, 3, ....( e para

qualquer condicao inicial), sera verdade que:

o numero esperado de saidas do estado j o nimero esperado de entradas ao estado |

2
unidade de tempo unidade de tempo @)
Assumir que o sistema atinge um estado estavel, e que o sistema espera

uma fracado m; de tempo no estado j. Agora usar a equacao (2) para determinar as
probabilidades w; em estado estavel. Para j > 1, ao sair do estado j somente se

chega aos estados: j +1 ou j—1. Entao, paraj > 1:

7T (/uj +ﬂ“j ): 11—1”1—1 THLTT

j+l1
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Esta equacdo € chamada de equacao de movimento de equilibrio para

um processo de nascimento e morte.

: A :
ParaJ:O,ﬂlzﬂO 0. Paraj=1,7,A, + 7,1, = m, (s, + 4, ). Logo:
H,
A A A Ay A Ay Agena A
7Ty Ay + 7T, L, :M(,ul+/11)—>7z2 :LOI); Define-se C; = e =

H, Vel M e M
j=© j=© j=o
7, =7m,¢; Onde Z]Z'j =1, entdo Z?Z'OCJ- =1, ouseja: 7,C, + Zﬂ'OCj =1
=0 =0 =1
1 . 1
— logo, 7z, = r,C,, entdo, finalmente, 7, = ———
C,+2.C 1+5C

j=1 j=1

3. DESEMPENHO DOS MODELOS

Existem os seguintes modelos: Markovianos, Nao-Markovianos e em
Série. Os modelos em Série sdo: Modelos de Rede Aberta e Modelos de Rede

Fechada
3.1 O teoremade Little

A férmula de Little € uma analogia com a férmula de Fisica Fundamental.
Isto € distancia = velocidade * tempo. Ou seja, os principios fisicos sao aplicados

no sistema de filas de espera.
Numero médio no sistema de filas = razdo de chegada * tempo médio no sistema
L= A*W
Numero meédio na fila de espera = razao de chegada * tempo médio na fila
Lo= 4 * W,
Numero médio de clientes em atendimento = razao de chegada * tempo médio de
atendimento
Ls= 1 * W;s
3.2 Modelos Markovianos

Quando os tempos de chegada e atendimento tém probabilidade com
distribuicao exponencial, o sistema de filas € um sistema de filas Markoviano. A
distribuicdo exponencial satisfaz a hipétese de Markovian na qual ela ndo tem
memoria. Ou seja, ao esperar a ocorréncia de uma chegada com o tempo

distribuido exponencialmente, o valor esperado do tempo de chegada ndo depende
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de quanto tempo ja transcorreu, esperando essa chegada. Esta situacao mostra-se
peculiar, mas existem situacbes em que esta hipotese € valida. E a suposicao da
distribuicao exponencial € necessaria para obter solucdées aproximadas para
variaveis estatisticas. Com a hipotese de distribuicbes exponenciais, 0s processos

de chegada e atendimento s&o processos de Poisson.

Todos os modelos markovianos podem ser analisados como um

processo de nascimento e morte.

3.2.1 O Modelo M/M/1/GD/wo/x0

A intensidade de Trafego € dada por: p -4 , 0<p<1 para que o sistema seja estavel
y7i

Pela lei da probabilidade:

2
o+ 1M + 1M +.......ll =1 - Substituindo: ny + mg i + 170 LZ + ... =1
uoop

o (1+p+p°+..)=1

Definindo s = 1 +p+p2+ .... logo ps=p+p2+

‘

s—ps=1 93=1

i

mws=1 2>mn =1—-p para0<p<1,logonaequacao 3, substituindo, fica:
m=(1-p)p para 0<p<1 (4)
3.2.1.1 Média do numero de clientes no sistema (L)

Assumindo que um sistema alcanca o estado estavel, 0 < p < 1. O numero médio

J=00
de clientes presentes num sistema de filas (L) € dado por L = Z jm; . Logo
j=0

8

i= | S
L=> i0-pp'=0-p)) jp’

i= j=0

=)
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j=o
Definindo S’ = > jp! =p +2 p™+3 p>+ ....... , logo

j=0
pS'= p2+2p3+3p4+ ........

s-ps’= p+p+pH..=ps >s(1-p)=ps > s’(1-p)=p—11
—p

P <~ 0 _ , _ P
s'= ,entafoL=(1-p) S’ > L=—""—
(1-p)* I-p

L=~ (5)

3.2.1.2 Meéedia do nimero de clientes na fila de espera (L)

O numero médio de clientes na fila de espera é:

o0

j= j=o j=o0
Lg = > (i-Dz; =) jz, =D 7, =L —(1-m0)
j=1 j=l1 j=1
P p’
Lq = |_ — p = - p =
1-p I1-p
12
Lg= ——— (6)
p(p—A4)

3.2.1.3 Média do numero de clientes em atendimento (L)

j:OO
O numero médio de clientes em atendimento é: Z”J =1. Logo
j=0

j:OO,i :1

Ls= iz, =0mo+1 (m+ m+ 13 +.....)=0+1(1- 10) = 1 — (1-p) = p (7)

i=0,1=0
3.2.1.4 Média do tempo total no sistema (W)

O tempo médio de um cliente no sistema de filas é:

L yo, 1
W= —= 8
; )

T(-pA u-4

3.2.1.5 Média do tempo na fila de espera(Wy)

O tempo médio de um cliente na fila de espera é:
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_ Lqg A2 A

W= =1 = - 9)
A p(u-A w(u—4)
3.2.1.6 Média do tempo de atendimento (Ws)
W, = % (Cf. Winston, 2004, p.85)
3.2.1.7 Probabilidade de existir no minimo N clientes no sistema
P(n= N) = p"

3.2.1.8 Tempo total dos periodos de atendimento

_ A _ b
E(t)_/u(l-p) E(t)—ﬂ_/1

O numerador pt da primeira fragao € a duracao total de todos os intervalos
nao ociosos. Pois p =1-Py indica os atendentes ocupados que multiplicando por (t)
se teria o tempo total de atendimento. O denominador At (1-p) resulta da relagao

t(l-p), onde t(1-p) = (t)(Po) & o tempo total sem atendimento. O valorl & o valor
1 yl

A

esperado do tempo de chegadas descrita pela distribuicao exponencial. Neste caso

1 é também a média de tempo dos intervalos sem atendimento (o tempo de
yl

chegada e o tempo sem atendimento € o mesmo porque o tempo sem atendimento
comeg¢a quando uma chegada foi atendida e termina quando existe uma nova
chegada). Logo At(1-p) indica o numero separado de intervalos sem atendimento,
mas como periodos ociosos e ocupados se alternam, entdo o numero de periodos
ocupados € o0 mesmo que o de periodos ociosos. Por tanto, o denominador At(1-p)
da primeira fracao representa o numero de periodos separados ocupados durante o

tempo t.

3.2.1.9 Numero de atendimentos em todos os periodos ocupados

E(n) =

En)=u*
(n)=u Py iy

As formulas E(t) e E(n) sdo validas também para o modelo M/G/1. (Cf. Harvey,
1969, P.84)

Exemplo:
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Dez passageiros por minuto que chegam ao aeroporto. Para checar os

passageiros com armas, o aeroporto deve ter um ponto de checagem que consiste

num detector de metais e uma maquina de raios X. Quando um ponto de checagem

esta ativo, dois empregados sao requeridos. Um ponto pode checar 12 passageiros

por minuto (o tempo de checagem do passageiro € exponencial). Assumindo que o

aeroporto tem um ponto ativo de checagem, calcular: a) Qual é a probabilidade de

que um passageiro devera esperar antes de ser atendido? b) Em média quantos

passageiros estao em fila de espera antes de entrar no ponto de checagem? c) Em

meédia quanto tempo um passageiro demora no ponto de checagem? d) Calcular o

tempo total dos periodos de atendimento e) Encontrar o numero total de

atendimentos nos periodos de atendimento. Logo: p=10/12=5/6. Logo

a)P(n>1)=p' = 10/12 = 5/6. b)Lq=p" / (1-p) = (5/6)* / [1- (5/6) ]

passageiros na fila. c)Ws = 1/u = (1/12) 60 = 5 segundos.

=25/36 (6) =25/6 = 4

d) Et) = I __ 1 _1=30segundos. e) po_ 12 = 6 atendiments
u-1 12-10 2 u—-1 12-10
3.2.2 O Modelo M/M/1/GD/c/x
Figura 15 MM 15D e oo
)

P P VeVl
Estado @ @ @ _____

MMM

Ae =

o =0

w=p para(j=1
1-p

72.0: c+1
I=p

j .
Ti= P 7T para (j = 1,2,.....

=0 para (j = c+1, c+2,....)

£ -

c+1 ]

(c+Dp°+cp™]p

(1-pHA-p)
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:# WS=1/H Wq= #
A= 7))

ParaiA =p %ﬂj:ﬁ para (j=0,1, 2, ........ ,C)
_|_

L3=1'TEO Lq=L'LS

N O

O estado do sistema continua estavel mesmo que A > p, porque a
capacidade do sistema ¢é finita, ou seja, quando o estado do sistema alcanca seu

limite, as proximas chegadas s&o perdidas para sempre.
Exemplo:

As informagdes chegam a um roteador de Internet numa razao de 125 pacotes por
minuto em média. As chegadas acontecem independentemente. O tempo de
processamento dos pacotes € de 0.002 segundos por pacote em média. O roteador
€ desenhado a ter uma capacidade limitada para armazenar mensagens em
espera. Qualquer mensagem que chega quando o buffer esta cheio € perdida.
Assumindo que as chegadas e o atendimento tém tempos com distribuicao
exponencial. a) Qual sera o tamanho da memaria do roteador (buffer) para garantir
uma perda maxima de uma mensagem em um milhao de mensagens que chegam

ao roteador? b) Encontrar as probabilidades do estado estacionario do sistema.

Como o modelo deste sistema tem capacidade limitada, o problema
pede para encontrar o tamanho maximo do sistema, com perda de 0.0001% de
mensagens. A probabilidade de alcancar a capacidade maxima do sistema deve ser
menor ou igual 1(10)°. Ou seja: n. < 1(10)°. Em que ¢ é o nimero maximo de

pacotes no sistema.

Logo 2 = 2,08 pacotes/sg e u =500 pacotes/sg, onde , _ 2.08 _ ;o4
500 ’

TCj=pJTC0 e my=_1-p
1_ C+1

P

Logo, os resultados da seguinte planilha, calculados num add-in de filas de espera
instalado em Excel, mostram as probabilidades de w; até que w; < 1(10)’6. Notar que,

m < 1(10)° quando j = 3. Entdo, com j = 3: mi; < 1(10)°.

Quando a capacidade do roteador aumenta, a probabilidade de existir

overflow diminui. Quando j=1, existe a probabilidade de perder mais de uma
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mensagem num milhdo de mensagens. Quando j=2, ainda a perda de mensagens é
maior que a razdo um em um milhdo mas menor que se for j=1. Quando j=3, em
meédia o roteador perde uma mensagem num milhdo. Portanto, a capacidade do
buffer do roteador deve ser de duas mensagens, para que exista uma perda de uma
mensagem num milh&o. Entdo, a capacidade no sistema sera de ¢ = 3. Ou seja, um

pacote esta sendo processado e os dois restantes em espera.

: A E 12 | Mimero Médio Atendimento || 0.004165
;— Hazégljntaefg]h?a da |5 Daggggﬂ 13 | Tempo Médio Atendimento || 0.002
P : ' 4| Razio Média Chezada | 2.083333
3 |Eazio de Atendumento a0 D
e 15 Eficiencia 0.004168
4 Atendentes 1 -
= . . 16| Prob Atendentes Ociosos || 0995833
a6 | M MMammoe no Sistema 3
= . 17 | Prob Atendentes Ocupades || 0.004165
ki Populacio i : ;
— 18 Frob Sistema Cheio 7. 20E-08
7 Maodelo el M1 43 g
— e 19 Tempo Critico Espera 1
8 “amero MMédie Sisteme| 0 0041584099 -
a | T 20 | P(Espera * Espera Critica) || O
9 | Tempo Medio Histema D_DDEDDB%EE 1 P) 0 993978
E Iimero Medio na Fila 1 7A5328E-05 27 |:||:1:| 0 009305
11| Tempo Medio na Fila || 5.36777E-06|23 P(2) 1.72E-08

24 P(3) 7 20E-08

Quadro 2: Exemplo do Modelo M/M/1/c/x

A fracdo m3 de todas as chegadas encontrardo o sistema cheio, ou seja,
em meédia Am; das mensagens nao entrardo no sistema ou serao perdidas. Entao, o

valor esperado das mensagens que entram no roteador sera A—Am;,

b) As probabilidades em estado estacionario sdo mostradas nas filas 21, 22, 23 e

24 respectivamente. Logo, P (j > 3) = 0.

Nota: Para gerar esta planilha em Excel, com os resultados ja mostrados, deve
existir um add-in de filas de espera. Este add-in é um programa criado na
linguagem de programacgao Visual Basic para gerar respostas dos diferentes

modelos de um sistema de filas e deve ser instalado em Excel.
3.2.3 O Modelo M/M/S/GD/w/x

Este sistema pode ser modelado como um processo de nascimento e

morte com parametros:
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Onde S € o0 numero de servidores em atendimento. Definir

=Lpara <1
p 1*S P

, onde g € a probabilidade de zero clientes no sistema

To =

& (sp) . (sp)°
[Zo ! @S!(l—p)}

_m@-:m, S) = (Sp)ﬁo(j S, S+1, S+2,.......)

J! ' gg

S
Pl[jzs]= nosf%)), onde P[j=s] significa todos os servidores em atendimento.
\l-p

Se S=1,logoP [j > 1] =A/u como no Modelo M/M/1

L .
=Pl2s]. £ L=lg+le > L=lg+’, W= 2=PU29
1 —p Y7 A Su—A
W=wWerw, w=PUzSg1
su—-41 u
5 oo [Fsu(1-p)t]
(tempo de espera W, > espera critica t) = P[j>s]"e
Grafico
Figura 16 T = G N .
7R
/’“‘4 /’_'lt AN
080890
h_,/ m_/ K_ x_ Tx_T R
SHL S
AT Representa ura chegada (hascimnento)
L Eepresenta um atendimento completo (morte)

Fig 16: Rede de Transicao de Estados do Modelo M/M/S/GD/wo/o0
Exemplo:

Uma estacdo de conserto de uma fabrica de computadores tem trés
empregados que consertam computadores com defeitos. O valor esperado do
tempo de conserto € de 30 minutos, ou seu equivalente, a razao de conserto € de
dois computadores por hora. Devido a ampla variacdo do numero de defeitos, a

distribuicao do tempo de reparo € aproximada a distribuicido exponencial. As
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maquinas chegam a estacdo numa razao de cinco por hora. As chegadas
acontecem independentemente, portanto, se justifica que o tempo entre chegadas
tem uma distribuicdo exponencial com valor esperado de 12 minutos. Quantas
maquinas em média estdo em espera para ser reparadas? Por quanto tempo uma
maquina estara em uma oficina de reparo? Com que frequéncia os empregados

ficam ociosos?

A B 16 | Probabilidade de Atendentes DcinsnsJ 0.044
1 Queue Station 17 |Frobabilidade de Atendentes Ocupadog( 0,702
Z FRazio de Chegada ] 13 Frobabilidade do Sistema Cheio O
3 Fazdo de Atendimento/Canal 2 19 Tempo de Espera Critico 1
I Mimero de Atendentes 3 20 FP(Espera == Espera Critica) 0258
5 Mirnero no Sistema B 21 P 0.044
b Midrmera na FPopulagio i Fi1) 0.112
il odelo fdfbdf3 | 23 P 0.140
'8 MNdmero médio no Sisterma  |B.011235] 24 F(3) 0117
9 Tempo médio no Sistema | 1.202247] 25 Fid) 0.097
10 Mimero médio na Fila 3511235 26 P 0.081
11 Termpo médio na Fila 0.702247 27 FiB) 0.057
12 Mamero médio em Atendimento] 25 |26 F7 0.055
13 Tempo médio em Atendimenta 05 |29 F(5) 0.047
14 Media da Raz&o de Chegada 5 30 P9 0.0391
15 Eficiéncia 0.833333] 31 P10 0.032

Quadro 3: Exemplo do Modelo M/M/S

Entdo a planilha mostra as respostas nas filas 10, 11 e 16

respectivamente. Ou seja:
a) L= 3,5 maquinas em espera
b) W4 = 1,2 horas por maquina no sistema

c) P(O) = 4,5 %. Probabilidade que todos os empregados estejam

0Ci0Ss0s
3.2.4 O Modelo M/M/R/GD/K/K de reparo de maquinas

Consiste em K maquinas € R pessoas de reparo. Em todo instante as
maquinas estdo com defeito ou sem defeito. O intervalo de tempo em que uma
maquina esta em boa condicao segue uma distribuicao exponencial com razao A.
Quando uma maquina € defeituosa ou comeca a falhar, ela € enviada ao centro de
reparos onde R pessoas de reparo estao disponiveis. O tempo que se toma em
reparar uma maquina € assumido que € exponencial com razao u. Uma vez que
uma maquina € reparada, ela novamente volta a funcionar corretamente mais outra

vez fica suscetivel a falhar no futuro.
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O modelo de reparo de maquinas pode ser definido como um processo

de nascimento e morte, em que o estado (j) em qualquer instante € o numero de

maquinas que estao com defeito. Exemplo:

M/M/R/GD/K/IK comk=5e R =2

Interpretacdo de cada estado para o modelo de reparo de maquina

08282808989

MMMMM

Estado HNumero de Maquinas A Maquinas Defeituosas Numero de Atendentes
do sem defeito em Espera Ocupados
Sistema
0 ND ND ND ND ND - 0
1 ND ND ND ND - 1
2 ND ND ND - 2
3 ND ND D 2
4 ND DD 2
5 - DDD 2
Quadro 4: Modelo de Reparo de Maquinas K=5eR =2
Grafico
Figura 17 WHNHEHEIRN I F=2 k=5

Fig 17: Rede de Transic&o de Estados do Modelo M/M/R/GD/K/K

ol
Kk
J P 1'770
i~ RRF (=R+1, R+2,
=k =k
L=> iz, Le= D (i-Rr,
j=0 i=R
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_ i=k j=k j=k j=k

A=Y Az, =) (k=])Ax, =ﬂ£KZ7zj—Zjﬂjjzﬂ(K*l—L)zﬂ(K—L)
j=0 j=0 j=0 j=0
A A

Exemplo:

O Departamento de Policia tem cinco carros. Um carro quebra por més.
O departamento tem dois mecanicos, cada um leva em média trés dias para

consertar um carro. Os tempos de quebra e de reparo sdo exponenciais.
1. Determinar a média de carros em boas condicoes
2. Encontrar a média do tempo em que um carro fica parado
3. Encontrar a fracdo de tempo em que um mecanico fica ocioso

Este € um modelo M/M/R/GD/k/k. Primeiro encontrar o trafego de

intensidade p = A/u

1
0= {}O = (.1 Para a primeira pergunta € necessario encontrar K — L. Entao:
3

Ty + T + T +73 + Ty + 7'[5:1

5Y 1 5V 1Y 5V 1Y) 3 5V 1Y) a4 5V 1Y s
T, + — |7y + — | T, + — | =7, + — | 5t — | 57, =1
1\ 10 2\ 10 3\10) 21 40\10) 212 s\10) 212
7,(1+0.309296+ 0.06 1859+ 0.009279+ 0.000928 + 4.64E - 05) =1 => 7, =1—0.381408
7, =0.618592

j=5
Logo L= jz, =1(0,3092)+2(0,0618)+3(0,0092)+4(0,00092)+5(0,000046)=0,465

j=0

K-L=5-0,465 = 4,535 carros em boas condi¢cdes

A segunda pergunta pede encontrar W.
L=1*W
A=\ (K-L)

2= (1/30)*4,535 = 0,515 , logo W = 0,465/0,515 = 3,08 dias

A terceira pergunta pede para encontrar em média a fragdo do tempo em
gque um mecanico fica ocioso, logo simplesmente essa fragao de tempo € uma

probabilidade. Ela é: (mp*1 + 1 * 0,5) = 0,154 * 0,618 = 0,77 ou 77%

3.2.5 Os Modelos M/G/w/GD/w/w e Gl/G/lw/GD/w/w
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A continuacdo, sdo mostrados alguns exemplos de sistemas com

servidores infinitos ou auto-atendimento.

Situacdo @ Chegadas Tempo de Atendimento Estado do Sistema
Programa Estudantes @ Tempo que o estudante Numero de estudantes no
Académico ingressam permanece no programa programa
no programa

Industria Empresa Tempo até que a empresa Numero de empresas na
ingressa a | sai da industria industria
industria

Quadro 5: Exemplos de Filas de Espera com Auto-atendimento

L:Lszi W:WS:l Wq:quo
H H
A A
) e«
T = ﬂTcom parametro p = A/u
Exemplo:

Existem 40 empresas para captacao de energia solar atualmente no
estado de Indiana, Estados Unidos. Em média 20 destas empresas sao abertas a
cada ano no estado. A média de sobrevivéncia das firmas € de dez anos. Se
continuar essa tendéncia, a) qual sera o numero de empresas de energia solar que
encontra no estado americano? Se o tempo entre as empresas que surgem nesta
atividade obedece a distribuicdo exponencial, b) qual sera a probabilidade de
existirem (em estado estavel) mais de 300 empresas de energia solar nesta
industria? (Ajuda: para valores grandes de A, a distribuicdo de Poisson pode ser

aproximada pela distribuicao Normal).

O modelo adequado para esse problema é o M/G/wo, no qual o
surgimento de empresas nao tem limite e os tempos de chegada sao exponenciais.

As informacgdes dizem que E(x) = A= 20 empresas por ano € a média de

A . 1 e
sobrevivéncia € W = W =— = dez anos por industria. Logo o valor esperado em 10
U

anos sera:

a) L=A 1 20 (10) = 200 empresas. A probabilidade em estado estavel sera:

7
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o
b) 7U(x > 300) = Z p_—'e"’. Distribuicao de Poisson com parametro p.
=300 J!

Aproximando a distribuicdo de Poisson como uma distribuicao normal:

Usa-se a formula da distribuicdo normal acumulada (F(x)) para encontrar a area.
Pois a area representa a probabilidade de uma variavel randémica continua ficar no
intervalo que limita essa area. Utilizando o programa Excel, usa-se a férmula:
NormDist (x, A, o, 1), onde x é a variavel randémica, A € o valor esperado, c € O
desvio padrao e 1 significa que o valor retornado € a distribuicdo normal acumulada

(area da curva).

Poisson tem sua variancia igual a sua media, assim, na média de dez anos:

var(x)= 20(10); O desvio padrdo é: ¢ = 200"
T0(x >300) = 1- Ti(x < 300) = 1- NormDist(300,200,200"%,1) = 1-1 =0

3.3 Modelos Nao Markovianos

Resultados analiticos disponiveis somente existem em poucas situagcoes
em que nao € necessaria a hipétese de Markov nos processos de chegada e/ou
atendimento. Eles sdo importantes porque, em situacoes praticas, as distribuicoes
de tempo de chegada e atendimento nao poderao ser razoavelmente aproximadas
por distribuicbes exponenciais. Para sistemas de filas com modelo M/G/1, o
resultado das formulas sao exatos. Para os demais modelos de sistemas de filas,
os resultados das formulas sdo aproximados. Nao existem formulas disponiveis
para filas de espera finitas ou populacées finitas num sistema de filas N&o-

Markovianos.

Os sistemas Nao-Markovianos precisam da especificacdo dos
coeficientes de variacao (COV) do processo de chegada e atendimento. O COV de
chegadas € o resultado do desvio padrao de tempo entre chegadas dividido pelo o
valor esperado do tempo entre chegadas. O COV de uma distribuicdo exponencial é
1. Distribuicdes com menor variabilidade que a distribuicdo exponencial ttm o COV
< 1, enquanto que distribuicbes com maior variabilidade que a distribuicao
exponencial ttm o COV >1. O COV do processo de atendimento € o desvio padrao

do tempo de atendimento dividido pelo valor esperado do tempo de atendimento.

3.3.1 O Modelo M/G/1/GD/wo/o0
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Este sistema ndo pode ser modelado como um sistema do processo de
nascimento-morte porque o tempo de atendimento nao € exponencial. Portanto o
sistema ndo tem a propriedade da ndo-memoria. Ou seja, a probabilidade de
concluir um atendimento entre o tempo t e t+At quando o estado do sistema no

tempo t € j depende da duragao do tempo a partir do ultimo atendimento concluido.

Por conseguinte a probabilidade de um atendimento concluido entre o
tempo t e t+At ndo € da forma pAt, e o processo de nascimento-morte ndo é
apropriado. Como consequéncia, a determinacao de probabilidades em estado
estavel para o sistema M/G/1/GD/x/w € dificil de determinar. A teoria das cadeias

de Markov é usada para determinar ;.

m éa probabilidade de um sistema que esteja em operagao num longo
periodo de tempo, com i clientes que estao presentes no instante imediato apods

que um atendimento for concluido.

m = m ,onde m é afracdo de tempo apds o sistema alcancgar um estado
estacionario, em que i clientes estao presentes. (ver Kleinrock 1975). Por exemplo,
mo € a probabilidade de ter zero clientes no sistema mas np também é igual a fracao

de tempo onde o atendimento fica ocioso.

Afortunadamente, utilizando os resultados de Pollaczek e Khintchine,
se determina L, Lq, Ls, W, Wq, € W,

Pollaczek e Khintchine demonstraram que para um sistema M/G/1/GD/w/x de

filas de espera:

_AVep

, onde V é a variancia do atendimento e p=A/u
2(1-p)

Lq

Definindo o valor esperado da distribuicao do tempo de atendimento: E(S) -1 e sua
y7i

varidncia: var S = ¢°:
2 2
l V @p
2(1-p)

L=Ls+Lq= p©® , onde V e a variancia de atendimento

Desde que W = l, Logo Ls = A Ws >Ls = i

H H
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by _ 1,k
Weg=— W=W;+W; > W =—+—
A u A

Também pode ser demonstrado que np ( a fragcdo de tempo em que o atendimento

fica ocioso) € igual a 1 - p. Este resultado € o mesmo do modelo M/M/1/GD/oo/,

Exemplo:

Um processo de ordem de pedidos num depdsito recebe chamadas para
atendimento com valor esperado de 8,5 por hora. O valor esperado de tempo para
preencher um pedido é 0,1 horas. Por motivos de analises assumir que os dois
tempos sao distribuidos exponencialmente. Analisando o sistema como M/M/1, o
valor esperado do tempo na fila de espera (fila 12) € de 0,5667 horas. Uma
oportunidade existe para reduzir a variabilidade do processo de preencher os

pedidos. O gerente de inventarios quer saber se essa mudanca justifica seu custo.

A B C ]
1 Sistema el ued ued
2 Fazdo de Chegada 8.5 8.5 8.5
3 Razao de Atendimento/Canal 10 10 10
4 Mirmero de Atendentes 1 1 1
5 | COV de Termpos de Chegada 1 1 1
b | CO% de Tempos de Atendimento 1 0.5 1
F COY de Saidas 1 0.6/B849 || 0526783
& Modelo Bl (WHERY (WHERY
4 Mirmero medio no Sistemna 5. BREERS || 3.06041/ || 3.2258334
10 Tempao médio no sistema 0.bBbbEY || 0 454167 | 0.353333
11 Mimero medio na Fila 4 3166RS (| 3.010417 || 2.408334
12 Tempa médio na Fila 0.56B6REY | 0354167 || 0.285333
12 | Mimero medio em Atendimento 0.85 0.85 0.55
14 | Tempo medio em Atendimento 0.1 .1 0.1

15 Eficiéncia .55 .85 .55

Quadro 6: Exemplo Modelos MM1 e MG1
Nos resultados na planilha de Excel observar que, reduzindo a

variabilidade (fila 6 mostra 1, 2, e 0 como valores da variabilidade respectivamente)
no processo do atendimento, causa um decréscimo do tempo na fila de espera (fila
12). O tempo meédio de atendimento (fila 14) ndao muda porque é fixado pelos
dados iniciais e nao é influenciado pela variabilidade. A eficiéncia (fila 15) somente
depende da quantia de trabalho disponivel comparado com o numero de
atendentes, portanto ndo muda com a mudanca da variabilidade. A mudanca
compensa para o gerente de inventarios, porque o cliente fica menos tempo na fila

de espera (ver fila 12).

3.3.2 O Modelo M/G/S/GD/S/x
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Se os clientes que chegam encontram os atendentes ocupados, eles
saem do sistema sem ser atendidos. Este sistema se chama “saida de clientes nao
atendidos” (blocked customers cleared) ou o sistema BCC. Ou seja, nesse
modelo o estado maximo do sistema (S) € igual ao numero de atendentes (S).

1

Como uma fila de espera nao existe, L4=Wq=0,e W=W;= —.
y7i

Na maioria dos sistemas BCC, o objetivo principal € focado na fracido de
todas as chegadas que n&o entram no sistema. Por tanto a fracao de chegadas que
nao entram ocorre quando S clientes estao presentes no sistema, esta fracao € .
Ou seja, o produto (A*rs) das chegadas sera perdido pelo sistema, de tal forma que
o produto A(1 - ns) de chegadas por unidade de tempo entrara no sistema. Conclui-
A-7)
o ou

se que L = Lg = . Para este modelo pode ser mostrado que s

(probabilidade de que existem S clientes no sistema) depende somente da média

do tempo de atendimento 1 e da média do numero de chegadas ao sistema A.
y7i

Este fato € conhecido como a formula de clientes nao atendidos de Erlang (Erlang’

loss formula). Portanto, qualquer modelo M/G/S/GD/S/x com razdo de chegada A

. : 1 ,
e tempo médio de atendimento — tera a mesma .
U

Exemplo:

O Departamento do Corpo de Bombeiros recebe uma média de 24
solicitagcdes de carros por hora. Cada pedido gera uma média de 20 minutos de ter
carros nao disponiveis. Para ter no maximo 1% de possibilidades de nao responder
a uma solicitacdo, quantos carros o corpo de bombeiros deveria ter? Assumir que

os tempos entre os pedidos dos carros ao Corpo de Bombeiros sao exponenciais.

Cada pedido que nao seja atendido imediatamente € perdido; ou seja,
nao existe fila de espera. Portanto, o modelo certo deste problema de
congestionamento € o M/G/S/GD/S/». Uma vez que o numero de clientes seja igual
a S, os demais clientes nao podem ser atendidos e eles simplesmente sao

considerados como perdidos para sempre.
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Os pedidos sao perdidos quando o estado do sistema alcanca S. Entdo a
probabilidade de que existam S clientes no sistema (ns) devera ser no maximo igual

ou menor que 1%. Ou seja: s = mp * Cs < 0,01

Logo Cj:lo/il/lzl.3 ......... A o

Logo, as probabilidades dos estados do sistema comegam desde S = 0. O calculo

continua até que o produto de np * Cg ndo ultrapasse o valor 0,01.

ParaS =0 o~ Co < 0,01
Para S = 1 o * C1=<0,01
ParaS =2 o~ Cr < 0,01

A seguinte planilha mostra os calculos em Excel. Na planilha criada em
Excel observar que na fila 21 e na coluna E (que representa o valor de wj) apresenta
o valor de 0.01706 que ultrapassa o valor 0,01; portanto, na fila 22, o valor 0,009 é
menor que 0,01. Entao se conclui que o numero minimo de carros disponiveis que

o corpo de bombeiros deve ter é de 15 carros mostrados na fila 22 e na coluna A.

A B C D E F G
1 | MODELD A " :
2 |MicEoDsio 24 3 5
3 Louls 15
4 7927192855 (0 009100855
5 # EM
5 ESTADO 0 i C; 7 ESPERA i
7 0 24 0 1 0000333247 0 0
3 ! 24 3 g 0002705974 0 0002705974
3 7 24 6 32 0010823856 0 0021647791
10 3 74 0 8533733333 0028863722 0 0086591166
11 4 74 12 1706666667 0057727444 0 0230909775
12 5 74 15 2730666667 005236301 0 046121555
13 6 24 12 3640285880 012315158 0 073891128
14 7 74 71 4161015873 0140745006 0 0985215030
15 2 24 24 4161015873 0140745006 0 1125960045
16 9 24 37 602690776 0125106672 0 1125960045
17 10 24 30 2958944621 0100085337 0 1000853373
18 1 74 33 2151955724 0072789336 0 0200682600
19 12 74 3 1434670816 0048526224 0 058731460
20 13 74 30 8222552715 0029862207 0 0388200703
21 14 24 42 5044357266 0017064167 0 0238205334
72 ) 0 45 26 S0606542 0 0136513334
73 i 0 43 0 i ! 0

Quadro 7: Exemplo do Modelo M/G/S/GD/S/«
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Com 15 carros, o maximo percentual de solicitagcdes perdidas é de 1%,
entdo o Corpo de Bombeiros atende 99% dos pedidos do publico sem perda de

solicitacoes.
3.3.3 O Modelo G/G/M

Na maioria das situagoes, os tempos de chegada seguem uma variavel
aleatoria exponencial. Mas, frequentemente os tempos de atendimentos nao
seguem uma distribuicdo exponencial. Quando os tempos de chegada e os tempos
de atendimento, cada um, seguem uma distribuicdo nao exponencial, chamar o
sistema como G/G/m. A primeira G indica que os tempos de chegada sempre
seguem a mesma variavel aleatéria (ndo necessariamente exponencial), e a
segunda G indica que o tempo de atendimento segue sempre uma mesma variavel
aleatdéria (mas nao necessariamente exponencial). Por esta razao, os padrdes de
modelos anteriores ja discutidos nao sao validos para este modelo.
Afortunadamente, as aproximacgdes de Allen-Cunneen sdo geralmente boas para

encontrar L, W, Lq, e W, para o modelo G/G/M.

pzi, Ws=1/u, R(s,u)=1-

H Poisson(s, A 1)
U

Poisson(s, A ,0)
MU

onde R(s,u) utiliza a fungcdo de Probabilidade de Poisson com variavel aleatéria S
(numero de atendentes), razao p=A/u e o valor légico um para retornar a fungao

acumulada ou zero para retornar o valor da funcédo de Poisson

E 2 2 . _
W, = { (s, 1) ><WS(COV Chegada ® COV “ Atendimento ﬂ E.(s,10) = 1-R(s, 1)
s(1-p) 2 1-R(s,1)x p

Exemplo:

Existe uma média de 230 clientes por hora que chegam a area de
atendimento de passageiros onde oito agentes estdo em atendimento. Cada agente
pode atender 30 clientes por hora. Os quadrados dos coeficientes de variacao de
chegada e atendimento sdo 1,5 e dois respectivamente. a) Em média quantos
clientes estarao presentes na area de atendimento? b) Quanto tempo em média um

cliente deve esperar antes de ser atendido?.

A = 230 clientes por hora, n = 30 clientes por hora.
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230 23
8%30 24

S=8,p =0,9583

O calculo mais longo é encontrar W,. Uma vez encontrado o tempo de

espera, encontrar W e usando o teorema de Little encontrar L.

Inserindo os dados no Add-in de Excel, ele mostra o seguinte.
Analisando estes resultados observar que na fila 9, L em média € igual a 42,65
clientes, ou seja, 42 clientes aproximadamente e o tempo de espera na fila 12 é em

meédia 0,152 horas ou nove minutos e sete segundos aproximadamente.

Aproximacao de Allen-Cunneen

A, B
1 Sistema uel
2 Razéo de Chegada 2300
3 Fazao de Atendimento a0
4 Mamera de Atendentes 0
] CO% de tempos de chegada || 1.224745
b | CO% de tempos de atendimento || 1.414214
7 COY de Saidas 1.3997145
&) haodelo (540543
4

Mamero Madio no Sisterna 4 _51_2.5534&2

10 Tempo Médio no Sistema 0. 18545

11 | Mdmera Médio na Fila de Espera || 34,9005
12 Tempa Média na Fila <]l 0152117
13 | Mdmero Medio em Atendimento || 7.bBBBEY
14 | Termpao Médio em Atendimento || 0.033333
15 Eficiéncia 0.955333

Quadro 8: Exemplo do Modelo G/G/S

3.4 Modelos em Série

Em muitas situagcdes, uma unidade de chegada nao somente passa por
uma fila de espera, mas por uma série de filas de espera. Um exemplo € matricular-
se em um colégio. Estudantes visitam um numero de departamentos requeridos
para a aprovacao do programa académico. Cada departamento tem um ou mais
atendentes e uma fila de espera para os estudantes. Outro exemplo € em uma
fabrica onde os equipamentos sdo agrupados de acordo com a sua funcao em
diferentes estacdes. Um grupo de equipamentos similares pode ser modelado como
uma estacdo de um sistema de filas. A unidade de chegada passa por uma ou mais
estacbes antes de sair da fabrica. A analise deste tipo de redes pode ser

sumamente dificil a menos que eles tenham uma estrutura especial.
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Existem resultados analiticos disponiveis quando todas as chegadas
externas sdo Poisson, cada sistema de filas dentro da rede tem capacidade
ilimitada em que os tempos de atendimento sdo exponenciais; e as transferéncias
de um sistema de filas a outro sao feitas randomicamente de acordo a
probabilidades ja determinadas. Este tipo de sistema € nomeado rede de Jackson
(Jackson Network), e alguns de seus estados com comportamentos estaveis
podem ser analisados usando as mesmas formulas desenvolvidas para um soé
sistema de filas de uma estagao Markoviana. Estas formulas sao simples de usar e
os resultados das formulas s&o criticos para o desenho de um sistema de filas.

Quando os sistemas de filas individuais ndo sao Markovianos os

resultados sao aproximados.
Exemplo:

Um conjunto de programas processados chega consecutivamente a um
centro de informatica e passa por trés estacdes: Um processador de input, o
processador central, e uma impressora. Os programas chegam ao centro de
informatica aleatoriamente com valor esperado de dez por minuto. Para conseguir
atender todos os programas, o centro de informatica podera ter varios
processadores dos trés tipos, operando em paralelo. Os tempos das trés estacdes
tém distribuicbes exponenciais com os seguintes valores esperados: processador
de input, dez segundos; processador central, trés segundos; e impressora 70
segundos. Quando os processadores nao estao imediatamente disponiveis para
atendimento, os programas devem esperar numa fila. A fila de espera que exista
em cada processador € infinita. O trabalho € encontrar o minimo numero de cada
tipo de processadores e calcular o valor esperado do tempo requerido por um

programa em sair do sistema com sucesso.

A seguinte planilha de Excel mostra os resultados. A primeira pergunta &
contestada na fila 4 com 2, 1, e 12 tipos de processadores respectivamente. Estes
numeros sao 0 minimo para manter o sistema estavel. A segunda pergunta tem a
resposta na fila 7 com uma média de cinco minutos aproximadamente que um

programa permanece no sistema.
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A B C O E F
1 Sistema Input Processador/lmpressaora|l  Rede Aberta  |[Lluehletd
2 FRazao de Chegada 10 10 10 Razao de Chegada| 10
3 | Razdo de Atendimento/Canal b 200 0.857
4 Mamero de Atendentes 2 1 12 Erm
5 haodelo WML WA Pl 12 Total Sere
b Mimera médio no sistema || 5.455 1 43.071083 459 5256
Fi Tempa médio no =istema || 0.045 0.1 4 3071079 4. 85206
g Mamero medio na Fila 3.788 0.5 3140247 356903
5 Tempo medio na Fila 0.5375 0.05 3140247 3.565035
10 |Mimero medio em Atendimentolf 1.667 0.5 11.6bEE1T2 13.8353
11 | Tempao medio em Atendimento | 0. 167 0.05 1. 1bBB60 12 1.368353
12 Eficiéncia 0.533 0.5 097236843

Quadro 9: Exemplo de Filas em Serie
3.4.1 Rede de Fila de Espera Aberta

A rede de fila de espera aberta € uma generalizacdo do modelo de filas

de espera em série.

Exemplo
A, B C O E F (5
1 Queue Station Input - Processador | Impressora | Hede Aberta || Quehst
2 |Razdo de Chegada Independertef 10 I I Fazdode Chegadaf 10
3 |Razdo de Chegada 10 g 3.2 Tatal
4 |Razdo de AendimentasCanal b 2] 0857
S | Mimero de Atendentes 2 1 4 Mo Sistema
b hoclelo WAL BT Pl Tl hlodelo (General
7| MOmero hédio na Estacio 5.4545 0.bBBEEREY 15756513 21.58
B | Tempohédio na Estacdo 0.5455 0.05333334 49240056 2. 188
8 | MOmero hédio na Fila 3.7879 0.26BBEEES 12022857 16.08
10 | Tempo hédio na Fila 037658 0.03333334 3.7571427 4169
11 [MOmero Médio em Alendimento 16667 040000001 3.7339555 5,601
12 | Tempo Médioem Aendimenio 0. 1667 0.05 1. 16686012 1,364
13 Eficiéncia 0.8333 040000001 0.5933489
14 | Tempo de Espera Critico 1 1 1
15 |P(Espera »= Espera Critica) 01025 2 A577E-Ob 0.6B5195243
16| Matriz de Transigéo Input  Processadar  Impressora Matriz Inversa
17 Input I 0.8 0 1 0.8 0.32
18 Frocessador I I 0.4 1 1 0.4
19 Impressara 0 0 0 1 1 1
20 | Matriz Augmented Input  Processador  Impressora
21 Input 1 -0.8 I
22 FProcessadar I I 0.4 -
23 Impressara I I 1

Quadro 10: Exemplo de Fila Aberta

Continuando com o exemplo anterior, tem-se condi¢cdes adicionais:

Todos os trabalhos precisam passar pelo processador de input. Mas, por motivos
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de erros, somente 84% dos programas passam pelo processador central.
Finalmente somente os 40% dos programas que passam pelo processador central
vao para a impressora. Ilgualmente, o no quadro 10, mostra-se os resultados com

as condicdes requeridas.

A razao de chegada mostrada na linha 3 é calculada com base na
equacao que envolve a inversa da matriz Augmented. A matriz Augmented € o
resultado da matriz de Transicdo subtraida da matriz identidade. As entradas na
matriz de Transicao sao inteiramente gerais desde que a matriz Inversa exista. Uma
entrada na diagonal representa uma reciclagem na estacao. Em muitos casos, os
numeros na matriz representam proporcoes de fluxo de transicdo. Um requisito da
rede de Jackson é ter caminhos probabilisticos. Ou seja, uma entidade particular
saindo de uma estacdo sera transferida a proxima com uma distribuicdo de

probabilidade determinada.

Os numeros na coluna F representam o valor esperado das variaveis de

todo o sistema, respectivamente.

Alternativamente as razO0es de chegada podem ser encontradas
manualmente, resolvendo um sistema de equacgdes da seguinte maneira: Cada
estacao tem uma equacao. Por exemplo: duas estacoes teriam duas equagdes com
duas incognitas, trés estagdes teriam trés equagdes com trés incognitas etc. Neste

caso existem trés estacoes; portanto, se tem trés equacdes com trés incognitas.

j=k
O sistema de equagdes geral € o seguinte: A, =T, + Zﬂ“iﬂ'i,j :
j=1

j representa uma estagao qualquer.

;= Razao de chegada externa a estacéo j

Ai = Razao de chegada a estacao i

mi; = Probabilidade de transigao da estacgao i a estagéo j

Logo: A1= 10; A2=(0,8)x A1 = 8; A3=(0,4) x A2=(0,4)x(8) = 3,2
L
W = 7 Onde A =r1+ ry+ r3+ ra+....... + 1y

W representa o tempo médio que um cliente qualquer fica no sistema.

3.4.2 Rede de Fila de Espera Fechada
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Em fabricas, industrias e sistemas de computagdo, onde existem um
constante numero de diversas atividades acontecendo; estes podem ser modelados
com uma rede de fila de espera fechada. Quando um trabalho (cliente) termina de
ser atendido (sai do sistema), ele é substituido por outro que entra no sistema,
assim, sempre mantendo constante o numero de clientes no sistema. Lembrando
que nas redes em fila de espera aberta, o numero de atividades em cada
atendimento eram variaveis aleatérias independentes; aqui, como o numero de
trabalhos (clientes) no sistema € sempre constante, a distribuicdo de atividades
(clientes) nos diferentes servidores (atendentes) ndo pode ser independente. O
algoritmo de Buzen pode ser usado para determinar as probabilidades em estado

estavel para redes de fila de espera fechada.

Para determinar A; usar a mesma equacao da Rede de Fila de Espera
j=s
Aberta, ou seja: 4, =r, +Zﬂw7fi,j- Mas neste caso r= 0 porque nao existem
j=1
chegadas externas, uma vez que o sistema alcanga um estado estacionario. S
representa o numero de servidores (atendentes). N € o numero total de trabalhos no

sistema. Para determinar as probabilidades em estado estavel, se mostra a formula

nl n2 ns
PP 2""Fn opde N4,

seguinte: 7z, (n)= G(N)

Ny,....Ns representam o numero de

trabalhos em cada estacao respectivamente. A somatéria de cada n; para i= 1,
2,....s deve ser igual a N. G(N) é determinado pelo algoritmo de Buzen e p, € a

intensidade do trafego em cada estacéio.
Exemplo:

As chegadas de diversas atividades chegam a um servidor de arquivos
que tem um CPU, um disco rigido | e um disco rigido Il. Com uma probabilidade de
65%, um trabalho vai do CPU até o disco rigido 1 e com uma probabilidade de 30%,
um trabalho vai do CPU até o disco rigido 2. Com probabilidade de 5%, um trabalho
termina apds o processamento no CPU e é substituido imediatamente por outro
trabalho. Existem sempre trés tipos de atividade no sistema. O tempo médio em
completar uma operagcao no CPU é de 0,039 segundos. O tempo médio para
completar uma operacao no disco rigido | é de 0,18 segundos e o tempo médio em

completar uma operacao no disco rigido Il é de 0,26 segundos.
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a) Determinar a probabilidade de estados estaveis do numero de trabalhos de

cada parte do sistema?

b) Qual é o valor esperado do numero de trabalhos no CPU? No disco rigido |?

No disco rigido 117

c) Qual é a probabilidade de que o CPU esteja ocupado? O disco rigido 1?7 O

disco rigido I?

d) Qual é o valor esperado do numero de trabalhos completados por segundo

no CPU? No disco 1? No disco 27

As perguntas a, b, c, e d sao resolvidas usando o algoritmo de Buzen na
seguinte planilhna de Excel. Em a) é perguntada a probabilidade dos estados
estaveis (0 até 3) das partes do sistema respectivamente (CPU, Disco 1 e o Disco
2). Estas probabilidades sdo mostradas no oval destacada na planilha com a letra
a. Assim mesmo, as perguntas b, c, e d sdo respondidas na planilha que mostra os

ovais respectivos com as letras b, c e d.

A B C L | E | A& |
1 | Lambda i 063 03
y Ilin 25 64102564 5555555556 3244153246 | Partes | Prob
g phoi 0.039 0117 0.078 CPU
4 i>P1J Disco 1l Disco 2 0072z
3 0 1 1 1 1021111
& i 0.039 01356 0.234 i 2| 0.03555
i 2 0.001521 0.019773 10280 3| 001111
g 3 0.000059319 000237276 Partes
Y |Pattes Pattes Partes [izcnl
10 | o CPU no Disco 1 no Disco 2 FPrp¥ahilidats 0| 0166667
11 0 0 3 NN (ﬂl 0233333
12 0 1 2 0.3
13 0 2 1 ;
14 0 3 I
5 1 0 2
16 1 1 1
17 1 2 I
1% 2 0 1
14 2 1 I
A1l 3 0 I
21 Mimero Meédio de-Ferdralbing  Prob Qewrede
22 [P 0355555536, /4 0277777718 7122507123
25 |Disco 1 b 1733333333 023333333 0 452062063
24 |Disco 2 091111 0. 13675213

Quadro 11: Exemplo de Fila Fechada
O algoritmo de Buzen permite determinar de uma maneira eficiente em
Excel o valor de G(N). Uma vez que encontradas as probabilidades em estado
estavel, usando G(N), se pode determinar outras medidas de efetividade como o
numero médio de trabalhos na fila de espera de cada estacao e o valor esperado do
tempo que um trabalho toma em cada estacao (atendimento). Além de outras

medidas como a fracdo de tempo que um atendente esta ocupado e o numero de
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trabalhos processados de cada atendente por unidade de tempo.(Cf. Winston,
2004, p.85)

3.5 Custo Minimo de um Sistema de Filas de Espera M/M/1
. CT: Custo médio total do sistema
« CE: Custo de espera médio no sistema por unidade de tempo
. CA: Custo de atendimento médio no sistema por unidade de tempo
« CEunit: Custo de espera unitario (por cliente) por unidade de tempo
« CAunit: Custo de atendimento unitario (por cliente) por unidade de tempo
Dessa forma se pode escrever a relacdo: CT = CE + CA
CE = CEunit - L , onde L = valor esperado do numero de clientes no sistema

CA = CAunit* 1 , onde p € o valor esperado do numero de clientes ja atendidos por

unidade de tempo no sistema. Substituindo:

A

CT= (CEunit *
u—A

) + (CAunit- 1 )

Fiz 13
Custos

A

Taxa de Atendiunento

Fig 18: Custo Minimo do Modelo M/M/1

Na figura 18, mostra a relagdo entre o custo($) e o valor da média de
atendimentos por unidade de tempo (un), onde o custo representa a linha central
vertical Y e (u) representa a linha horizontal X. Nesta figura existem trés curvas: o

custo total (CT), o custo de espera (CE), e o custo de atendimento (CA).
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Observando a curva do custo total (CT), o custo minimo fica no ponto
mais baixo da curva. Logo Y teria a minima altura, portanto, o custo minimo. O valor
desta altura (custo minimo) pode ser encontrado usando u. Ou seja, observando a

figura 18, com o valor de u encontrar o valor de Y (custo minimo).

Assim mesmo, a derivada da curva do custo total no ponto mais baixo &

zero, porque este ponto pertence a uma reta horizontal que é a tangente da curva.

Entao, na equacao do (CT), existem 2 variaveis: o custo total e a taxa de
atendimento p, ficando como constantes as demais quantidades. Logo, deriva-se
d(CT)

du

o valor de (CT) e efetuando a derivacao resulta em:

com relagao a ; ou seja, =0 no ponto minimo da curva. Assim, substituindo

@ = - CEunit A : + CAunit=0
Qu (u=2)
*
(M'}‘)Z . CAunit = M. CEunit,onde p= A + ﬂ
CA\Jnit

1 € a razao de atendimento que resulta no menor custo total no modelo M/M/1
Exemplo:

Uma oficina de reparos de eletrodomésticos recebe por dia uma média de
dois pedidos de consertos, segundo uma distribuicido de Poisson. O eletricista
consegue reparar uma meédia 2,5 aparelhos por dia, também segundo a distribuicao
de Poisson. A oficina estima que cada dia de espera de um aparelho custa $84 em
termos de seguros e deterioragcao da imagem da firma. Por outro lado, de mao de

obra, cada conserto custa em média $84 por dia.
o Determinar o custo total de operacao da firma por dia.
o Determinar a eficiéncia do eletricista que resultaria no menor custo total.
Dados:
A = 2 pedidos de conserto por dia
u = 2,5 consertos por dia
CEunit = $84 por aparelho/dia

CAunit = $84 por aparelho/dia
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Custo de espera:

CE=CE, * * =84* 2
u—A 2,5-2

= $ 320 por dia.

Custo de reparos:
CA=CA,it*nu=84*25=% 200 por dia.
Custo total:

CT =320 + 200 = $ 520 por dia.

Eficiéncia que resulta no custo total minimo:

uw=2+ ‘/% = 3,41 aparelhos por dia.

Assim, conclui-se que, para obter o menor custo total de operacao, o

eletricista deve ser capaz de consertar uma meédia de 3,41 equipamentos por dia.

A eficiéncia é a probabilidade de o atendente estar ocupado, ou seja: P(n>1) = 1 —
Po = 1- (1-p) = p.Neste caso p=2/3,41=0,585=58.5%. O seja, neste caso o

atendente esta ocupado 58,5%. Quando pu = 2,5; a eficiéncia é p= 4/5 = 84%.

Nota: A formula CT = CA + CE é valida para obter o custo de qualquer modelo de
filas de espera. Onde os valores de CA e CE sao obtidos tomando em conta as

caracteristicas da cada problema. (Cf. Andrade, 1998, P.84)
3.6 COMPORTAMENTO TRANSITORIO DE UM SISTEMA DE FILAS

“Por tudo dito até agora, a razdo de chegada, a razao de atendimento e
0 numero de atendentes sdo constantes através do tempo. Isto permite falar da
existéncia de um estado estavel. Mas em muitas situagdes as razdes de chegada e
atendimento, assim como o numero de atendentes, podem variar. Quando os
parametros que definem o sistema de uma fila de espera variam através do tempo,

chamar esse sistema de nao estacionario (nonstationary).
Probabilidades Transitorias

Considere um exemplo de um restaurante de comida rapida (fast-food)
que abre as 10 da manha e fecha as 18 horas. A distribuicdo de probabilidade do
numero de clientes presentes a todo o momento entre as 10 e as 18 sdo chamadas

probabilidades transitérias. Por exemplo, para determinar a probabilidade de que
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pelo menos dez clientes estejam presentes, esta probabilidade certamente sera

maior as 12:30 PM que as 15 horas.
Processo Nao Homogéneo de Poisson
Neste processo acontecem trés fatos:

1. Num instante qualquer t, a probabilidade de uma chegada num sistema de

filas de espera é A(t) x At.
2. No instante t, a probabilidade de chegada de mais de um cliente € o(At).

3. Chegadas durante intervalos diferentes sao independentes (a razao de
chegada pode variar em cada intervalo)” (Winston, 2004, p.85)
4. APLICACOES

Existem muitas aplicacbes importantes na teoria de filas de espera,
incluindo o trafego de: veiculos, avides, pessoas, comunicacdes; no ordenamento
de: pacientes de hospitais, programas de computador, tarefas em maquinas;
desenho de agéncias como: bancos, parques de diversao, restaurantes de comida
rapida, correios. Hoje se encontra uma vasta quantidade de filas espera no dia-a-

dia, e a teoria das filas pode ajudar a lidar com esses problemas.

Outra das aplicacdes modernas de filas de espera ocorre numa Rede de
computadores. E importante notar que nesta aplicacdo o congestionamento tem
uma caracteristica singular chamada fractal. Conceito que sera explicado no
subitem 4.1.1.

As filas de espera formadas numa rede (Queueing Networks) séao
geralmente usadas para modelar uma rede de comunicacdo de informacao. Os
modelos de um sistema de filas de espera numa rede permitem determinar o atraso
tipico ou perda dos pacotes de informacao que sao transmitidos entre os nodos que
formam uma rede e também permitem desenha-la. Deve-se assumir que a razao de

chegada dos pacotes de dados a um nodo é constante. (Cf. Winston, 2004, p.85)

4.1 O CASO DE UM SERVIDOR NA UECE
A continuacao se usa a teoria das filas para otimizar o servidor da UECE.
Analisando os dados do més de Janeiro.
Assumir que o tempo entre chegadas de mensagens é descrita pela

distribuicdo exponencial com uma razao de chegada constante. De igual forma
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assumir o tempo de processamento de mensagens descritas pela distribuicao
exponencial com uma razao de atendimento constante.

Primeiro a razdo de chegada (A) € 2,93 mensagens por minuto. Pois em
Janeiro o total de mensagens que chegam ao servidor durante todo o més é
130929. Calcula-se (M) fazendo conversao de dias a minutos. Logo se pode calcular
o seguinte: Qual sera o tempo de processamento das mensagens no servidor para,
por exemplo, perder no maximo uma mensagem em mil mensagens que chegam.

O modelo adequado é o M/M/1/GD/c/~. Onde c indica a capacidade do

sistema.

N
Usando a formula P(= N) =(ij que indica a probabilidade do numero minimo (N)
y7i

2,93
7

N
de mensagens no sistema; logo: ( j Sﬁ. Existem 2 variaveis: y (razao de

atendimento) e N (nimero maximo de mensagens no sistema). E necessario ter N

como dado. Supondo N = 4. Se calcula:

4
2,93 < 1 = 1 = 0,060 minutos x 00sg =3,6sg
7 1000  u m

Entdao o servidor deve processar uma mensagem em menos de 3,6
segundos para perder no maximo uma mensagem de cada mil que chegam. Com 3
mensagens na fila e uma mensagem sendo processado.

Por outra parte, calculando o processamento de mensagens por minuto
(u=0,08315) usando como referéncia o numero de mensagens enviados do servidor
(3712 mensagens no més de Janeiro), o servidor processa uma mensagem em
aproximadamente 12 minutos!! (l = 12.025}.

y7i
Andlise

Obviamente o tempo de processamento das mensagens € muito grande
e nao representa a realidade. Logo se conclui o seguinte:

0 A razao de atendimento das mensagens pode ser calculada a partir da
formula do numero minimo de mensagens no sistema e nao das mensagens
enviados pelo servidor.

0 A porcentagem das mensagens perdidos depende das razbes de chegada e

atendimento.
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0 O tempo que fica uma mensagem no servidor (espera no buffer mais
processamento) depende somente da razido de atendimento. Pois a média de

tempo de processamento de uma mensagem é:

t
E(Ws) = _[tf (t)dt = % . Onde f(t) representa uma distribuigdo qualquer que descreve o
0

tempo de atendimento e y a razdo de atendimento. E necessario ressaltar que f(t)
nao necessariamente representa uma distribuicao exponencial.

A analise para os outros meses € o mesmo. Somente muda a razao de
chegada. Por tanto se considera somente Janeiro, para evitar redundancia de
resultados. Para conhecer outras variaveis, inserir os dados no formulario do Add-in
de filas de espera em Excel e os resultados sdao mostrados na seguinte planilha. Os
dados em minutos como unidade de tempo s&o: A = 2,93 , y = 16,67 (calculada
previamente), o numero maximo de mensagens N = 4 (supondo que a capacidade

do sistema seja ¢ = 4), e numero de servidores = 1.

B | C
1 Sistema I Janeir
2 Razao de Chegada 2 9529597312
3 Fario de Atendimento 16.EEERREET
4 werndores 1
5 I Masamo no Sistema 4
5 Fopulagio o
7 Ifodelo Bl i1 /4
g Mumero Médio Sistema  ||0.2127 185602
= Tempo Meédio Sistema 0.07 2583355

10 Iimeroe Médio na Fila 0.036877771
11 Tempo Medio na Fila 0.012583355
12 | Mumero Médio Atendimento || 01758407 35
13| Tempo Meédio Atendimnento || 0.060000002
14 Eardo Média Chegada 29305730844
15 Eficiéncia 0.17/5840735
16 Prob Atendentes Ocioses  |[0.824159265
17 | Prob Atendentes Ocupadeos [[0.17583407 45
18 Prob Sistema Cheto 0.000790429

19 Tempo Critico Espera (1 min) 1

20 | PiEspera 2z Espera Critica) || 7.51199E-08
21 Fil 0.524155205
22 Fi1) 0. 1450325416
23 Fi2) 0. 025523309
24 Fi3) 0.0044%1588
25 Fid) 0.000720429

Quadro 12: Resultados do Servidor da UECE
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411 A Teoria das Filas nédo se aplica ao Trafego no Servidor

A teoria das filas ndo se aplica ao congestionamento no servidor porque
as distribuicbes de Poisson e Exponencial nao sdo apropriadas para descrever seu
comportamento. A raz&o principal € que as caracteristicas do trafego numa rede de
computadores sao descritas com o termo burstiness (explosdes). Burstiness € um
conceito qualitativo, mas pode ser descrito no sentido analitico como auto-
semelhanga (self-similiar) em diferentes intervalos de tempo. Auto-semelhancga
significa que um objeto ou figura é exatamente igual ou aproximadamente igual a
uma parte do mesmo objeto ou figura. O conceito matematico chamado fractal € a
mais apropriada ferramenta matematica para descrever alguns aspectos do
comportamento do trafego numa rede de computadores. Fractais estao
relacionados com distribuicdes que tém cauda longa (long tail) especificamente a
distribuicdo de Pareto e outras como a Lognormal e Weibull. Mas estas
distribuicdes limitam o uso dos modelos da teoria das filas porque, por exemplo, a
distribuicdo de Pareto nado tem definido o valor esperado e a variancia nas
chegadas e no atendimento, que sdo medidas fundamentais para usar a teoria das
filas. Para superar estas limitagcdes, a comunidade cientifica esta pesquisando
varios métodos com o objetivo de analisar, de uma forma mais eficiente e realista, o
congestionamento num servidor. Os pesquisadores usam varios metodos como por

exemplo:

. Eles tentaram acomodar as distribuicoes de cauda longa com distribuigdes tipo
fase (distribuicao de Erlang) que ja tém modelos consolidados na teoria das filas.
Este método conseguiu certo sucesso, mas € limitado porque a distribuicdo de

acomodacao se torna complicada.

« Outro caminho é criando métodos para encontrar de forma aproximada a
transformada de Laplace das distribuicdes de cauda longa. Logo se aplica os
resultados padronizados da teoria das filas. Para visualizar melhor, a figura seguinte
mostra as diferencas entre estes métodos e o método classico markoviano. A figura
19 mostra as diferengas no tempo médio de espera no trafego num servidor quando
se usa as velhas regras (modelos de Erlang) em comparacdo com o método de
aproximacado da transformacdo (TAM). Trafego que por natureza mostra um
comportamento de auto-semelhanca (fractal), caracteristica que sobressai no
trafego de rede de computadores. A figura mostra que o tempo médio de espera &

substancialmente maior usando as novas regras. E importante mencionar que o
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método TAM é base para outro método que é o TRM, método TAM de recursdo. O
TRM tem versao em primeira ordem e versao em segunda ordem. Outros métodos

numeéricos de reversao incluem o método de Fourier.

Figura 19
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Fig 19: Tempos de Esperado Trafego num Servidor

. Finalmente o outro método encontra-se na area da Simulagdo com programas
como o Arena e GPSS/H. Analises iniciais mostraram sua potencial, mas precisa

de longos tempos de execugao num computador.

A figura 20 mostra o trafego num servidor com a caracteristica classica
fractal (auto-semelhancga) na coluna direita, comparada com o trafego de voz
(Poisson) na coluna esquerda.O trafego num servidor € medido na camada de
ligagcao de dados (link layer). A linha vertical mostra a medida em pacotes por
unidade de tempo. A linha horizontal tem como medida os intervalos de tempo. A
figura mostra quatro pares de graficos onde as medidas verticais e horizontais sao
incrementadas por um fator de dez em cada par de graficos, desde o topo até a

base da figura. Ou seja, as médias dos intervalos de tempo crescem.

A coluna direita mostra a caracteristica fractal (auto-semelhancga) do
trafego num servidor comparado com o trafego de voz (Poisson) mostrado na
coluna esquerda da figura. Ou seja, as caracteristicas mostradas de um trafego de
voz no telefone, que descrevem as chegadas de voz com uma distribuicdo de
Poisson, sao diferentes das caracteristicas do trafego num Servidor, que ndo tém

uma distribuicao de Poisson.
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Figura 20 hledida do tr3fego digital mostra auto semelhanca
comparada com o tifean  de woz.
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Fig 20: Trafego de Voz Versus Trafego num Servidor

Observa-se na figura que o fendmeno de burstiness (explosdes) no caso
do trafego de voz (Poisson), tem tendéncia a desaparecer (consegue atingir em
meédia um valor constante) quando os intervalos de tempo sao incrementados. Em
comparagao com o trafego num Servidor, o fenbmeno de burstiness (explosdes)
nao muda quando se incrementa os intervalos de tempo. Isto significa que, no caso
do trafego de voz, os picos de trafego sio limitados a ocorrer com frequéncia,
incluindo sua acentuacao, porque a informacao do trafego de voz pode ser induzida
a reduzir os efeitos ruins dos picos dentro de um nivel menos severo. Esse ndo € o
caso do trafego num Servidor, porque este ndo pode ser induzido a reduzir os
efeitos ruins dos picos de trafego, como, por exemplo, armazenar temporariamente

a informacgao (buffering). Portanto, o calculo da probabilidade de perda de pacotes
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de informagcdo no trafego no servidor ndo pode ser avaliado como no caso do
trafego de voz (telefone) em que sim se pode avaliar a probabilidade de perda de

dados.

Finalmente se reforca a idéia de que os graficos na parte direita da figura
mostram ter igual aparéncia, independentemente do incremento do intervalo de
tempo, insinuando ou sinalizando o comportamento de tipo fractal. (Cf. Fischer,
2001, P.84)

5. CONCLUSOES

A teoria das filas € um processo estocastico, onde as atividades de
chegada e atendimento estao governadas por uma distribuicao de probabilidade. A
culminacdo de uma atividade termina num evento. Um evento tem o poder de
mudar o estado (numero de unidades no sistema) de um sistema de filas. O tipo de
distribuicdo de probabilidade tem um papel determinante na analise de uma fila de

espera.

A distribuicido exponencial desempenha um papel fundamental na teoria
das filas, na descricao das distribuicbes de tempo de chegada e atendimento,
porque esta suposicao permite representar um sistema de filas como um processo
Markoviano. Pela mesma razao, distribuicdes de tipo fase, tais como a distribuicao
de Erlang (em que o tempo total € dividido em fases individuais com distribuicoes
exponenciais), sao muito convenientes. Existem resultados analiticos exatos
somente para poucos modelos de sistemas de filas de espera, usando outras
suposicoes, ou seja, processos nao Markovianos, como por exemplo o modelo
M/G/1.

A teoria das filas gera modelos matematicos para predizer o
comportamento de um determinado congestionamento. Isto permite desenhar
sistemas de filas eficientes para obter um 6timo equilibrio entre o custo de ficar em
uma fila de espera, aguardando atendimento, e o custo em providenciar
atendimento. (Por exemplo, um empregado esperando receber suas ferramentas de
trabalho numa fila gera tempo perdido. Este tempo perdido ndo pode ser
recuperado e isto gera perda de produtividade. O retardamento no atendimento
também eleva o custo.) A teoria das filas € uma ferramenta de otimizacédo para ser
aplicada a diversos tipos de congestionamento. Mas € fundamental previamente

determinar as classes de distribuicbes de probabilidade que descrevem um
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determinado congestionamento. E necessario conhecer também alguns dados

como por exemplo: a razdo de chegada (1), razdo de atendimento (n) etc.

Usando o modelo markoviano se analisou o congestionamento do
servidor e se obteve resultados que foram estudados objetivando otimizar o
desempenho do servidor. O desempenho do servidor depende do valor da razao
de chegada (M), razao de atendimento (u), e capacidade do buffer (N-1). Nao se
pode obter a razao de atendimento a partir dos dados do servidor. Mas se
poderia determinar a razao de atendimento partindo do conhecimento de A,
capacidade do buffer e a percentagem de mensagens perdidas. Tomando o més
de Janeiro como referencia se determinou a necessidade que o servidor processe
uma mensagem em menos de 3,6 segundos para ter uma perda maxima de 1 em
mil mensagens, tendo como dado de entrada a razdo de chegada A = 2,08
mensagens por minuto e a capacidade do buffer (N -1 = 3 mensagens). Os
valores de perda de mensagens e capacidade do buffer podem ser mudados, pois
seus valores sao assumidos. O unico valor real do servidor é a razao de chegada.
Por exemplo, supondo perder no maximo uma mensagem num milh&do, o tempo
de processamento de mensagens teria que ser menor que 3,6 segundos
(aproximadamente 2 segundos). Assim, olhando os resultados, se determina que
a perda de mensagens no servidor depende do tempo de processamento das

mensagens.

Também outras variaveis que estdao envolvidas neste tipo de
congestionamento sdo calculadas de forma aproximada num add-in (programa
escrito em Visual Basic instalado em Excel). E com estes resultados se pode
observar a area ou areas que o servidor precisa melhorar para incrementar seu
desempenho ou eficiéncia.

Por outra parte, nos artigos cientificos se estudou o comportamento dos
pacotes de informacao que chegam a um servidor utilizando o modelo de
Interconexdo de Sistemas Abertos. E na camada de ligacdo de dados onde se
evidencia o comportamento do trafego de pacotes que chegam a um servidor. O
congestionamento de mensagens num servidor tem comportamento fractal. Como
resultado se chegou a concluir que um congestionamento gerado pelo excesso de
informacao que chega a um servidor (trafego tecnologia packet switch) tem
diferente comportamento que um congestionamento gerado por exemplo pelo

trafego de voz humana no telefone (tecnologia circuit switch). Por tanto, foram
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identificadas as distribuicbes que se adaptam melhor a este tipo de
congestionamento. Estas distribuicdbes sdo as chamadas distribuicbes de cauda
longa. Estas sao a distribuicao de Pareto, LogNormal, Weibull etc. Estas
distribuicbes de cauda longa nao tém formulas da transformada de Laplace que
sejam uteis para os propositos de otimizar o congestionamento gerado num
servidor. Isto levou aos cientistas a criar métodos para encontrar de forma
aproximada os momentos das distribuicdes de cauda longa. Estes métodos sao: o
meétodo Comparativo de Transformacao (Transformation Matching Method, TMM), o
método de Aproximacgao da Transformacgao (Transformation Aproximation Method,
TAM), o método TAM de Recursao (Transformation Recursive Method, TRM), o
meétodo Fourier etc. Estes métodos nao foram analisados aqui.

5.1 Comentarios Finais

Como comentario final € importante mencionar que esta pesquisa tem

varias limitacoes:

0 Nao foram utilizadas as distribuicbes de cauda longa no congestionamento
do servidor da UECE por razbes matematicas. Por tanto, os métodos aproximados
para encontrar a transformada de Laplace das distribuicbes de cauda longa nao sao
analisados analiticamente porque requerem o conhecimento de matematica

avancada para analisar os momentos de cauda longa.

0 Também € conveniente dar um enfoque mais profundo no modelo de
Interconexéo de Sistemas Abertos (Open Systems Interconnection), especialmente
na camada de ligacdo de dados (link layer), onde o comportamento fractal do

congestionamento se torna evidente.

0 Mesmo que se obtiveram os resultados das variaveis formadas no
congestionamento usando a teoria das filas, ndo se pode dizer que os resultados
representam a realidade do congestionamento no servidor. Primeiro porque os
calculos sdo baseados em suposicoes. Suposicdes que sdo necessarias para
simplificar os calculos. Pois o unico dado real do servidor foi a razdo de chegada.
Segundo porque nao foram usadas outras técnicas como por exemplo programas
de simulagcao, os quais aumentam a possibilidade de analisar o desempenho do
servidor. Mas simulacdo nao esta no escopo deste estudo. Finalmente este tipo de

congestionamento atualmente € motivo de novas pesquisas sobre o assunto.
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